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Translog-omkostningsfunktioner:
Teoretiske egenskaber, og opstilling af estimationsligninger

Resumé:

Der fokuseres pé opstilling af estimerbare faktorefierspargselsfunktioner baseret
Dpa Translogfunktionen.

Det begrundes ganske kort, hvorfor det kunne vere attraktivt at tage udgangs-
punke i en fleksibel funktionsform ved modellering af Jaktorefterspargselsfunktio-
nerne, og Translogfunktionen velges i forste omgang, fordi den Jormodentlig har
et tilfredsstillende teoretisk konsistensomrdde, og ved Monte Carlo-forseg har vist
sig bedre end konkurrenterne til at approksimere, hvis der er betydelig faktorsubs-
titution.

Det diskuteres mere udforligt, hvordan teoretiske konsistensegenskaber kan pa-

leegges funktionen, og hvordan det betydelige antal parametre, der er den vesent-
ligste hage ved anvendelse af fleksible funktionsformer, i ovrigt kan reduceres.

ﬁ
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1. Indledning

Translogfunktionen, kan betragtes som en 2.-ordens logaritmisk taylorapproksi-
mation til en vilkirlig ukendt funktion. Lad

C()':P,t) = mil&{P/x y X € {x ;f(X) Z)’}} (1)

betegne omkostningsfunktionen, hvor y er produktionen, p en vektor af faktor-
priser, f produktionsfunktionen og t en tidsvariabel, der skal fange eventuelle
tekniske fremskridt.

Translogomkostningsfunktionen bliver da, forudsat rekkeudviklingen foretages
i punktet: (p*,y*,t*) = (1,1,0):

lnC(y,p,t) =a, + Ea, p, + any +at + —EZ lnpilnpj

+ Z b,Inylnp, + Ea”(lny)2 + E t.tlnpl. )
i i
1 2 ¥
+ bthny + -ia“t K:?— 972, asrce é}le
v“m_h-\.q“‘*‘ “,. i /

Symmetribetingelsen b; = b folger umiddelbart, da dlSSC parametre er de 2.
ordens afledte af omkostmngsfunktlonen mht. priserne:

b, = FmC___FmC _,

dnplnp,  olnpalnp,

Translogfunktionen tilherer gruppen af sdkaldte fleksible funktionsformer, dvs.
funktioner, der i en ganske bestemt forstand er fleksible nok til at kunne ap-
proksimere vilkdrlige funktioner.

Fleksible funktioner vil blive gennemgaet i et andet notat, si her skal ikke gis
i detaljer. Ved fleksibilitet forstds evnen til ved passende valg af parametre, at
kunne approximere en vilkirlig men teoretisk konsistent adferd. For givne
veerdier af de forklarende variabler skal det altsd vere muligt at valge para-
metre, sd der kan opnis vilkirlige men teoretisk konsistente vardier af gkono-
misk interessante storelser. I forbindelse med omkostningsfunktioner (faktor-
eftersporgselsfunktioner) er de gkonomisk interessante storelser dels de sam-
lede omkostninger, dels faktorefterspergslerne og disses folsomhed overfor
@ndringer i de forklarende variabler, herunder fx. substitutionselasticiteter,
skalaelasticiteter mm. Med andre ord: niveauet samt 1. og 2. ordens afledte af
omkostningsfunktionen. Er omkostningsfunktionen udledt ved omkostnings-
minimering pa baggrund af givne faktorpriser, en given produktion og et kon-
vekst produktionsmulighedsomrdde vil den overholde en rzkke teoretiske
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egenskaber. Teoretisk konsistente omkostningsfunktioner er funktioner, der op-
fylder disse egenskaber.

Fordelen ved fleksible funktionsformer er, at der ikke pa forhand palagges be-
grensninger pd gkonomisk interessante parametre, i mods&tning til fx. CES
og Cobb-Douglass (CD) funktioner, hvor det som bekendt bl.a. antages aprio-
ri, at substitutionselasticiteten er konstant hhv. lig 1.

Ulempen er, at fleksibilitet typisk krever flere parametre og opnds pd bekost-
ning af en begrensning af, hvad man kunne kalde konsistensomradet (pa en-
gelsk: Domain of applicability). Ovenfor defineredes fleksibilitet for givme
vardier af de forklarende variabler. Man kan altsd ikke vare sikker pa, at
funktionen vil vare teoretisk konsistent for andre vaerdier af disse. Faktisk kan
man vare sikker pd, at der findes vardier af de forklarende variabler, der gor
den fleksible funktion teoretisk inkonsistent. Her findes en umulighedssatning:
Det kan nemlig vises, at ingen fleksibel funktion er generelt konsistent!. Det
kan interessant nok ogsd vises, at CES-funktionen er den mest fleksible funk-
tionsform, der er generelt konsistent’>. Der er lavet en rakke undersegelser,
der soger at illustrere, hvor stort konsistensomradet er. De tyder pé, at man,
hvis man befinder sig i et omrade, hvor substitutionselasticiteterne ikke er for
langt fra 1, skal bevage sig langt vek fra rakkeudviklingspunktet for
funktionen bliver teoretisk inkonsistent.

TL-funktionen kan approksimere en CES-teknologi lokalt, jf. afsnit 5.3; mens
CD-teknologien udger et specialtilfzlde. I en CD-teknologi, hvor der er mulig-
hed for teknisle fremskridt®, og hvor der ikke er forudsat konstant skalaafkast:

y = de”® [
i
er logaritmen til minimumsomkostningsfunktionen:

_l_]ny - Lt

1
InC = —_
% Eajzi:a‘lnp' " La, Xa,

j J J
som kan fis som specialtilfzlde af (2) ved at sztte koefficienten til alle 2.-
ordens leddene til 0. En CD-funktion kan altsi alternativt betragtes som en 1.-
ordens logaritmisk taylorapproksimation til en vilkarlig omkostningsfunktion.

Ved differentiation af logaritmen til omkostningsfunktionen (2) mht. logaritmen
til faktorpriserne fas ved anvendelse af Shephards lemma de tilsvarende om-
kostningsandele s;:

Lif. Lau (1986).
%f. Lau (1986).

3 en CD-teknologi er alle former for tekniske fremskridt bade Hicks-, Harrod- og Solow-neutrale.
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Det behagelige ved (3) er, at de optimale faktorandele er givet som funktioner
af priser, produktion og trend, der er linezre i parametrene. (3) kan i prin-
cippet estimeres direkte i en sammenhang, hvor der gives mulighed for eventu-
el treghed i tilpasningen til de optimale faktorandele. Det kunne fx. gores i en
fejlkorrektionsmodel, hvor (3) representerer kointegrationssammenha&ngen.

Det ses igvrigt direkte af (3), at med passende parameterrestriktioner vil om-
kostningsandelene vaere konstante - et af kendetegnene ved CD-funktionen.

2. Teoretiske restriktioner.

Problemet er imidlertid, at vi ikke umiddelbart kan vare sikre pa, at (1) be-
skriver en p&n minimumsomkostningsfunktion, hvilket vil sige, at funktionen
reprasentererden bagvedliggende teknologi, jf. dualitetsresultatet. Funktionen
C(@,p,t) skal generelt vere:

(1) positiv real, defineret og endelig for alley > 0

(2) ikke aftagende i y, kontinuert mod venstre og:
C(y,p,t) = = fory = =

(3) ikke aftagende i p
(4) linezr homogen (dvs. homogen af 1. grad) i p for givet y
(5) konkavipfory > 0

Som omtalt ovenfor, kan vi vare sikre pd, at TL-funktionen ikke opfylder
disse betingelser for vilkdrlige vardier af de forklarende variabler. Alt, hvad
vi kan gere, er at pilegge parameterrestriktioner eller teste disse i det punkt,
hvor funktionen er rekkeudviklet. TL-funktionen vil vare en teoretisk konsi-
stent funktion i en storre eller mindre omegn af dette punkt. Der vil derfor 1
det folgende blive brugt ordet konsistens i betydningen lokal konsistens. Lad
rekkeudviklingen af funktionen vare foretaget i punktet:

@"y*t%) = (1,1,0
hvor C er positiv, far vi at:

(1) er opfyldt ved den logaritmiske specifikation

-
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implicerer£=@€_c.zo=._al‘£20 daC >0

dy Odmyy dlny
og vi evaluerer i y = 1. Vi fir derfor:

alnC * * . _

H;y- =a ;biylnp‘ * a”lny * btyt =a, 2 0

implicerer % _onCC >0 forC>00gp >0
i i P;

og vi har:

dnC .

—_— =5 =aq, + blnp'+b1ny‘+bt'=a20
alop, i i zj:u /] yi i i

kan sikres bade lokalt men ogsi globalt. Global sikring af homoge-
nitetsbetingelsen viser sig at vaere ®kvivalent med global sikring af
sumrestriktionen pd de enkelte omkostningsandele. Homogenitet af 1.
grad i priserne implicerer:

EPIE = Epixi =C =
i api i

X
Ei‘.: si=l
i i

hvilket jo pracis er adding up betingelsen. Hvis vi introducerer sto-
kastiske restled ¢, i de enkelte omkostningsandelsfunktioner, og

Xi:s‘ = zi:ai + ;;bijlnpj
+ Ebyilny + Ebtit + Eeit =1
i i i

skal gzlde for samtlige vardier af de forklarende variabler, skal flg.
parameterrestriktioner vare opfyldt:

Ya-=1
1

LY =§j:b,.,. =0, dab,=b,



(5) er ensbetydende med, at matricen Ay er negativ semidefinit, dvs:
opap’
YV acR": o azcla <0
apdp
Matricen &c har folgende karakteristiske elementer:
dpdp’
Fc - ¢ [bu + s,sj]
ap;%p; PP
#Cc _C
—— —z[bﬂ + si(s‘-l)]
p; p;

dvs. vi kan skrive:

&*C a-1 a1
——~ =CPB+ss'-S§
o [ 1P

hvor X betegner diagonalmatricen med vektoren x i diagonalen. Kon-
kavitetskravet er altsa:

VeaeR : o«/F'[B+ss’ - S|P 'a <0

hvilket vil sige, at matricen [B + ss/ - §] skal vaere negativ semide-
finit. Det er den, hvis bdde B og ss/ - § er det (tilstrekkelig men
ikke nadvendig betingelse), og da ss’ - § er negativ semidefinit?,
kunne vi altsd ngjes med at krzve, at B er negativ semidefinit. Dette
er som sagt ikke nedvendigt for lokal konkavitet; men sikrer pd den

anden side at konkavitetskravet glder globalt. Alternativt kan vi
betragte matricerne i r&kkeudviklingspunktet, hvor:

B+ss'-S§ = B+aa' -4

‘Omkostningsandelene 1 2 5; 2 O betyder, at elementerne udenfor diagonalen §7; er positive, mens

diagonalelementerne 5,(5;~1) er negative.



Da matricerne er symmetriske, kan vi foretage choleski-dekompone-
ring:

B+aa -4 =LDL @

hvor L er en nedre triangul®r matrix med 1 i diagonalen og D en
diagonalmatrix. Konkavitet kr&ver nu, at samtlige diagonalelementer
i D er negative eller lig 0. Det ses umiddelbart, at (4) alene er en
reparametrisering, der gor det lettere at pAlegge konkavitetsrestriktio-
nen samtidig med, at symmetribetingelsen formuleres eksplicit.

Pilzgning af konkavitetsrestriktionen kan geres ved kvadrering af
parametrene, dvs. erstatte elementerne i D: d; med -5 estimationspro-
ceduren. Symmetribetingelsen, der indebzrer, at

B=LDL -aa’ + A

giver anledning til et estimationsproblem, der er ikke-line®rt i para-
metrene. Der tilbagestir nu at pilegge matricerne L eller D de re-
striktioner, der blev pélagt B for at sikre at omkostningsfunktionen er
linezr og homogen af 1. grad. Kravet var:

Y b, =0 forj=l,..,n

i

i'B = i'LDL' - i'aa’ + i'A
=i/LDL' = 0

hvor sidste lighedstegn skyldes, at i’a=1. Dvs. sgjlerne (eller rekker-
ne i LDL’ skal summe til 0. Som vist i appendiks 1, er dette tilfeldet
nir:

Elﬁ =0V d; =0 for j=1,.,n-1 Ad =0
i

Det ses ogsd, at for d; = 0 gzlder A; ikke indgdr i LDL’ og disse kan
derfor udelades af estimationsproblemet.

Konsistensbetingelserne (1) - (5) betyder bla., at ligningssystemet er singulart
og vi kan under visse forudsztninger ngjes med at estimere de n-1 omkostning-
sandelsfunktioner med symmetrirestriktioner og de restriktioner, der iovrigt
ligger pd D og L matricerne, jf. appendix 1.



3. Yderligere restriktioner pa produktionsteknologien.

De navnte restriktioner i foregdende afsnit, er restriktioner, der felger af, at
vi betragter omkostningsfunktionen som minimumsomkostningsfunktionen,
givet et konvekst produktionsmulighedsomrdde. Der kan overvejes yderligere
restriktioner pa produktionsteknologien, der kan begrense antallet af frie para-
metre.

3.1. Homotetisk produktionsfunktion.

En homotetisk produktionsfunktion implicerer, at faktorforholdet er uafhengigt
af produktionsomfanget, eller sagt pd en anden mide, at ekspansionsvejen er
linezr. Formelt betyder det, at der eksisterer en funktion # med 6’ >0, siledes
at:

80) = 8[AX)] = g(x)

hvor g er en positiv line@r homogen funktion af x. Eksisterer en sidan funk-
tion, har vi set fra omkostningssiden:

CopH) = min [px | Ax) > y]
= min_[px | 8[f(x)] = 6()]

- 0(y)min |p’_*_ | 81 1] 5
(y)mm"[” 60) | 00)

= 60)min_.[p’x* | gx*) 2 1] A x* = %(y)

= 60)c(py0)

hvor ¢(p,t) er enhedsomkostningsfunktionen. Homotecitet medferer, at vi kan
skrive omkostningsfunktionen som?:

lnC(p,y,t) = lne(y) + lnc(p,t)

Det betyder specielt for TL-omkostningsfunktionen (1), at

FInC _ . o
onyat ¥
FnC

e = B, = () for i=l,...,n
dlny dlnp, g

Omkostningsfunktionen bliver altsi seperabel i produktion p& den ene side og priser og trend pA den anden

side.
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3.2. Homogenitet.

Homotecitet er et svagere krav end homogenitet. Antages omkostningsfunktio-
nen homogen af grad A i y, vil det sige, at omkostningerne skal stige med A
pet. ndr y stiger med 1 pet.. Dvs:

InC(yp,t) = Alny + Inc(p,?) @

Homogenitet af C af grad A svaret til homogenitet af grad 1/ af produktions-
funktionen. (4) implicerer nu:

FC _

olny? w =0

og homogenitet af 1. grad (dvs. konstant skalaafkast) giver specielt:

.M:a =l=l

dlny y
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3.3. Parameterregnskab.

Vi kan nu opstille flg. parameterregnskab:

Antal frie parametre i TL-funktionen, givet
Kan estimeres i
Parametre | gonsistens | (1)-+homotecitet (+@)+CRS | 5 finktionerne

(1) 0] 3)

4 1 =(1) =) -

q n-1 =(1) =(1) +

a, 1 =(1) 0 -

4 1 =(1) =(1) -

b, n(n-1)/2 =(1) =(1) +

b, n-1 =(1) =(1) +

b, 1 0 =(2) -

a,, 1 =(1) 0 -

ay 1 =) =(1) -

Ialt

for n=5: 28 23 21
for n=4: 20 16 14

Det fremgdr af sidste sjle i tabellen, at der er en rekke parametre, der ikke
kan identificeres ud fra omkostningsandelsfunktionerne alene. Det drejer sig
om a,, a,, a, by, a,, og a,. Det betyder, at vi ikke kan ngjes med at estimere
andelsfunktionerne. Vi er i sidste instans interesserede i faktorefterspargsels-
funktionerne

| s4 selv om de helt centrale parametre vedr. faktorsubstitution er givet ud fra
omkostningsandelsfunktionerne, kan vi alts4 ikke komme til faktoreftersporg-
selsfunktionerne uden samtlige parametre i omkostningsfunktionen.
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4. Estimation af parametre, der ikke indgir i andelsfunktionerne.

En meget stor del af de studier af produktionsteknologier, der er baseret pa
TL-funktionen, har ikke modellering af makroskonomiske adferdsrelationer
for gje; men beskaftiger sig alene med fx. mal for fatorsubstitution. De har
derfor ikke behov for at identificere samtlige parametre i omkostningsfunktio-
nen.’

Der er i hvert fald 2 mider at f3 identificeret de resterende parametre pa. Den
ene - og langt den mest besvarlige - er anvendt i Lesuis (1991). Metoden gir
ud pd at udnytte det faktum, at en del af de manglende parametre refererer til
modelleringen af tekniske fremskridt. Fra (1) har vi den tekniske fremskidts-
rate rep:

dinC 1 1
@:—at =a‘+at}+iz‘:bﬁlnpi+5b,y]ny

som viser forskydningen af omkostningsfunktionen pr. tidsenhed for givne
faktorpriser og produktion; men som udmarket kan vzre funktion af disse.

a, +ap=
autonome tekniske fremskridt (neutrale i Hicks forstand)
1 1
22 bup, + b, Jny =
245 2

faktorforbrugende/-besparende (biased) tekniske fremskridt. Dvs. fremskridt,
der vrider faktorforholdene. Bemark, at antagelsen om homotetisk produk-
tionsstruktur farer til b, = 0 og b, = 0, og dermed at de biased tekniske
fremskridt kommer ind via. b,

Lesuis udnytter (5) i estimation sammen med omkostningsandelsfunktionerne
ved at konstruere et index for rtp. Herved kan samtlige parametre estimeres -
bortset fra konstantleddet - forudsat konstant skalaafkast. Det er oplagt at ud-
nytte information om de tekniske fremsktidt. Det er mindre oplagt, at man har
denne information. Muligvis er Lesuis tvunget til at anvende denne metode
pga. den mdde han konstruerer de samlede omkostninger pa.

Et mere direkte "alternativ”, givet vores konstruktion af omkostningsdata, er
at modellere de n-1 andelsfunktioner direkte sammen med omkostningsfuntio-
nen. Hermed udnyttes den information der ligger i de enkelte omkostningsan-
delsfunktioner (det faktum at vi ved, at omkostningsandelene er den logaritmis-
ke afledte af C mht. faktorpriserne og at vi har data herfor) samtidig med den
information der ligger i den samlede omkostningsfunktion. Bemark, at der
ikke er noget i vejen for yderligere at supplere med Lesuis’ metode; men det
kraver at vi bruger ressourcer pi at konstrure de nodvedige (Ternqvist-) in-
deks for den tekniske fremskridtsrate.

°Et eksempel herpa er Otto (1986)
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S. Yderligere restriktioner (2).
5.1. Om substitutionselasticiteter.

Substitutionselasticitetsbegrebet er bestemt ikke entydigt, og da der en tradition
for, at man benytter et begreb i lerebegerne og et andet i den empiriske littera-
tur, hvor der typisk opereres med mere end 2 produktionsfaktorer, er det
méske formilstjenligt at diskutere begreberne og disses sammenhzng. Der
anvendes endvidere et par omskrivninger i dette papir, som ger det lettere at
udregne substitutionselasticiteterne i praksis, nir der er taget udgangspunkt i
en TL-omkostningsfunktion. Disse vil ogsa blive gennemgaet her.

I lerebeger i vakstteori, hvor der typisk alene opereres med 2 produktionsfak-
torer (kapital og arbejdskraft), vises ofte Hicks substitutionselasticiteten, der
givet en produktionsfunktion y = f{x,,x,) formelt er defineret som:

GE) . =)
PR oL Yl % (12)
" )

2J\/2 Y

hvor f; betegner den partielle afledte mht den i’te produktionsfaktor. Defineret
pa denne méde udtrykker den et mil for de tekniske substitutionsmuligheder
mellem to produktionsfaktorer, mens der ikke er gjort nogle antagelser om den
gkonomiske adferd hos den betragtede pkonomiske enhed. Forudsattes som
her omkostningsminimering til givne faktorpriser fis naturligvis:

) (13)

idet vi konsekvent approksimerer procentvise @ndringer med log@ndringer.
Der er naturligvis ikke noget i vejen for at generalisere begrebet til et vilkarligt
antal produktionsfaktorer. Det er af flere grunde, som vil blive skitseret neden-
for, blot ikke hensigtsmassigt. Det generaliserede begreb viser sig ikke at vare
entydigt, samt at vere mere kompliceret at anvende i praksis. I stedet anvendes
den sikaldte Allen partielle substitutionselasticitet. Den kan defineres p4 flere
mader; men den simpleste er:

dlo
) (14)

dlogp; s;

AES,, =
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hvor s; er omkostningsandelen af faktor j (den faktor hvor prisen ndres).

Disse to begreber er vasensforskellige, og det er ikke umiddelbart oplagt,
hvordan de hanger sammen. De to begreber bliver ens ved specialtilfzldet
med 2 produktionsfaktorer; men Allen elasticiteten kan ikke betragtes som en
generalisering af Hicks elasticiteten til mere end 2 faktorer. Det kan vare
hensigtsmassigt at systematicere begrebeme lidt, bla. for at se dette.

5.1.i. Hvad holdes konstant?

De mange substitutionselasticitetsbegreber kan rubriceres afh®ngigt af, hvad
der tillades at variere, nér faktorpriserne &ndres. Der findes mindst 3 mulighe-
der pA markedet:

1) Produktionen holdes konstant
2) De samlede omkostninger holdes konstant
3) Marginalomkostningerne holdes konstant

Der eksisterer smukke sammenhznge mellem de 3 begreber, og under visse
omstzndigheder vil de vaere ®kvivalente; men da kun den forste gruppe impli-
cerer, at vi under alle omstzndigheder befinder os pa isokvanterne, vil vi alene
betragte begreber af denne type.

5.1.ii. Den direkte substitutionselasticitet

Udover at holde enten produktion, samlede omkostninger eller marginalom-
kostninger konstante, kan man ogsi valge at betragte substitutionsmulighederne
hvor en eller flere af produktionsfaktorerne holdes konstante. Det kunne vare
relevant i situationer, hvor der er begrensninger i mulighederne for at tilpasse
samtlige produktionsfaktorer. Den direkte substitutionselasticitet er defineret
som elasticiteten mellem to faktorer givet indsatsen af samtlige gvrige faktorer.
I tilfeldet med to faktorer er der ingen forskel mellem den direkte og den
"almindelige" substitutionselasticitet.

S.1.iii. Hyvilke priser ®ndres og hvilke faktorer betragtes?

Der sondres mellem partielle og totale elasticiteter. Iflg. Mundlak (1963) er
totale elasticiteter, elasticiteter hvor samtlige faktorpriser tillades at variere. I
tilfaldet med 2 faktorer er Hicks-elasticiteten total, mens dette ikke er tilfzldet
for generalisering af begrebet til et vilkdrligt antal faktorer, jf. nedenfor.

Indenfor gruppen af partielle elasticiteter findes i hvert fald 3 vaesensforskellige
begreber:

1) "1 faktor 1 pris", som tager udgangspunkt i sterelsen



dlo
B 0 By o ==t = 5,AFS,
%

2) "2 faktorer 1 pris", som tager udgangspunkt i storelsen

aloiii'-!
X
H. a */ = E, - E, = s,(AES,, - AES,)

3) "2 faktorer 2 priser", som tager udgangspunkt i storrelsen

som for (i,r) = (j,s) kan skrives som:

dlog|
. x) _ dlogy,  dlogx;

i
dlo, L] dlo 2 dlo 5
p,' pi p;
dlogx, dlogp, . dlogx; dlogp,
dlogp, log p, 610ng alo P,
Pi pi
dlogx; dlogp, . dlogx, dlogp,

dlogp, alo _1_71 610ng 4o ﬂ
D; D,

dlogp ogp
= [Bu - Eﬂ]""p_i + By - Eii]—pj—
dlo —1) dlo —j)

p; p;

al
= [AES, - AES,Js,——'_ . [AES, - AES)]s, Aoz,

dlo & dlo L]
p; p;

15
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Det ses, at dette begreb, der kan betragtes som en generalisering af Hicks sub-
stitutionselasticiteten, lider af den svaghed, at det afh@nger af, hvordan en
given &ndring i de relative faktorpriser er sammensat. Det er altsa ikke lige
meget, om en &ndring i den relative pris er fremkommet via et fald i den ene
pris eller en tilsvarende relativ stigning i den anden pris.

Hertil kommer, at begrebet jo er noget mere kompliceret end Allen elasticite-
ten, og at Allen elasticiteten har den dyd, at den er let at beregne i en rekke
velkendte funktioner.

De to begreber er dog lig hinanden i specialtilfeldet med 2 produktionsfak-

torer. Da faktorefterspergselsfunktionerne er homogene af 0’te grad i faktorpri-
serne:

dlogx,

>

;7 Ologp;

=213E,j =0

fas i tilfzeldet med 2 produktionsfaktorer:

E, =-E,
Ey, = -Ej
som indsat i udtrykket for M giver:
dlog(p;/p)
!
dlog|—
x
I = (Eyy + Eyy) = S AES,, + s, AES,, = (s1+S,)AES,, = AES,,
alog 21
o —
7

5.1.iv. Allen substitutionselasticiteter i TL-omkostningsfunktionen

I tilffzldet med en TL-omkostningsfunktion, kan den partielle Allen elasticitet
udtrykkes specielt simpelt. Fra (3) har vi:

;, . B ax, R ) Py%s
— =p, =
dlogp J Ephxh dlogp J (Z:Phxh)z dlogp J
ologx, Si o GlogC _ dlogx,

= S— i S5
dlogp; C  dlogp; dlogp;

dlogx, 1 _ b,j + 55

=~ AES; a
dlogp; s, 5;8;
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Dette resultat kan naturligvis ogsa udledes ud fra sammenhzngen:

aes, = 7 . €C%
A

hvor begge formler dog forudsatter konstant skalaafkast.

5.2. Separabilitetsrestriktioner i TL-omkostningsfunktionen

Der sondres normalt mellem 2 separabilitetsbegreber, svag og streng (additiv)
separabilitet. Det interessante begreb i denne sammenhang er svag separabili-
tet, og der vil fremover blot blive refereret til dette begreb som separabilitet.
Begrebet er interessant, fordi det implicerer, at omkostningsminimering-/profit-
maksimeringsprocessen kan opdeles i delproblemer, hvor man kan finde det
optimale forhold mellem en gruppe af produktionsfaktorer uden hensyntagen
til faktorerne udenfor denne gruppe.

Separabilitet beskrives normalt direkte som egenskaber ved produktionsfunktio-
nen; men kan ogsd udtrykkes vha. Allen-substitutionselasticiteter.

Svag separabilitet kan udtrykkes pa felgende made:

For en opdeling af produktionsfaktorerne i et antal (s) disjunkte delmangder:

N=NUNU.UN:

fas svag separabilitet, hvis
AES, = AES, for i,j € N’ ogk ¢ N?;

Udtrykt pa denne méde er separabilitet ret intuitivt. Hvis fx. 2 produktions-
faktorer har samme substitutionselasticitet mht. en tredje faktor, betyder det jo,
at anvendelsen af de to faktorer stiger procentuelt lige meget ved en stigning
i den tredje faktors pris. Dvs. at forholdet mellem de to faktorer er uzndret;
det marginale substitutionsforhold er uzndret, og det er jo netop betingelsen
for separabilitet. Formelt har vi:

7 Streng defineres tilsvarende som

AES, = AES, for i € N’,j e N, N? » N ogk ¢ N° UN"
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AES, = AES,

1 dlogx, 1 dlogx;

s, dlogp, s, dlogp,

dlo —x—')

X.
- J

dlogp,

Separabiliteten kan udtrykkes bidde ved parametre i omkostningsfunktionen og
i produktionsfunktionen. Udtrykt ved parametre i produktionsfunktionen fas:

AES, = AES,
LI/
i S
/)
i T
-\

axk

dvs. det marginale substitutionsforhold mellem i og j er uzndret ved en &n-
dring i indsatsen af faktor k.

Udtrykt ved omkostningsfunktionens parametre fis:
AES,, = AES,

CC, CC,

CC, CC,

=P




I en TL-omkostningsfunktion fas:

AES,, = AES,

. b, + 55, ) bjk + 55

og i rekkeudviklingspunktet fés:
by + aa, b, + a;a,

a,a, a,a;
= aj[b,.k + aiak] = a,.[bjk + ajak]

= ajb,,‘ = a,bjk

19

Man kan let f4 en indikation af visse typer af separabilitet ved at betragte
matricen af Allen-elasticiteter. Hvis en rekke /sgjle har stort set ens substitu-

tionselasticiteter, tyder det pa, at produktionsteknologien er seperabel i den
pigzldende faktor og samtlige gvrige faktorer. Formelt kan vi altsd palegge
separabilitet af en faktor k overfor alle gvrige faktorer ved at palegge restrik-

tionen:

b, = b,
i = O a,

for alle i,j + k
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5.3. Translog som lokal approksimation til en CES-teknologi.

Som tidligere vist har vi flg. Allen-substitutionselasticiteter i en TL-omkost-
ningsfunktion:

AES”:M‘&_-‘. V i%j
SitSie
b, + s, (s,.-1

AES, = 2 w1 Vi

2
Siz

som i udviklingspunktet for den 2.-ordens logaritmiske taylorapproximation,
som TL-funktionen er udtryk for, bliver:

AES.. = bii + a,q; V iei
ij - a.a. ]
i
b, + afa;-1) .
AESU = Vi

a;

hvis TL-funktionen skal approximere en CES-teknologi, skal der palzgges den
restriktion, at disse substitutionselasticiteter er parvis ens, dvs. ens for for-
skellige i,j, og egenelasticiteterne skal ogsé alle vare ens.

Med en CES-omkostningsfunktion af formen:
1 1
o_(1-0)|1-0
Cop) = y"[Ea:pf )]‘
i

angiver o substitutionselasticiteten mellem to vilkérlige forskellige faktorer,
mens egenelasticiteten let kan vises at vare:

AES, = o(1-1y = 01-1y
S a,

Der gelder derfor folgende restriktioner pd TL-funktionens parametre:
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b
y * Yy _ - b, = -(1-0)aq
a,a;
b, + a,(a,-1) 1
u ; ‘ = 0(1"';—) = b“ = (l_o)(ai_l)ai
a; i

Bemark specielt, at b; = 0 medferer, at AES; = 1, uanset vardien af gvrige
forklarende variabler. Dette er blot en anden made at se CD-funktionen som
et specialtilfelde pa.



22
Litteratur:

Allen, R. G. D., 1958. Mathematical Analysis for Economists, MacMillan &
Co Ltd. London.

Christensen, L. R., D. W. Jorgenson and L. J. Lau, 1971. Transcendental
Logarithmic Production Frontiers. Review of Economics and Statistics,
p. 28-45.

Diewert, W. E., 1971. An Application of the Shepherd Duality Theorem: A
Generaliced Leontief Production Function. Journal of Political Economy,
p. 481-507.

Despotakis, K. A.,1986. Economic Performance of Flexible Functional Forms.
European Economic Review, p. 1107-1143.

Fuss, M. and D. McFadden (eds), 1978. Production Economics: A Dual Ap
proach to Theory and Applications. North Holland, Amsterdam.

Lau, J. L., 1978. Testing and Imposing Monotonicity, Convexity and Quasi
Convexity Constraints. In Fuss and McFadden (1978).

Lay, J. L., 1986. Functional Forms in Econometric Model Building. Kap. 26
i Griliches and Intriligator (1986).

Lesuis, P. J. J., 1991. Production Functions for the Dutch Economy - A Sec-
toral Approach. Eburon Delft, Delft.

McFadden, D., 1963. Constant Elasticity of Substitution Production Functions.
Review of Economic Studies, p. 73-83.

McFadden, D., 1978. Cost, Revenue, and Profit Functions. Chapter 1 in Fuss
and McFadden (1978).

Mundlak, Y., 1968. Elasticities of Substitution and the Theory of Derived
Demand. Review of Economic Studies, p. 225-235.

Otto, L., 1985. En analyse af produktionsmulighederne i fremstillingserhverv.
Licentiatafhandling ved @konomisk Institut, Kebenhavns Universitet.

Uzawa, H, 1962. Production functions with Constant Elasticities of Substitu-
tion. Review of Economic Studies, p. 291-299.



23
Appendiks 1. Udledning af sumrestriktioner pd LDL’-matricen.

Vi har i vores tilfzlde med 5 produktionsfaktorer,

LDL’ =
(d, diay diAy, dihy dirg
dhy  di\yd diAydy +dhy didy Ay +didg diAy s +dphyy
didy dj Ay +didy dl":l+d2"2£+43 didgyd g +dihghgdid diAydg +dAphs +didg,
diry ddydyrdrg ddydgrdrglarddy L RYRT R LAY RYATA dryrgrdidgherdd b tddy,
\dirsy dryrsrdhg dAydg+ddgregtdds ddyds +dhpherdihghstdds, dxlzl*dzlgz'*d:"::*dﬂ;"ds )

de 5 sumrestriktioner bliver, idet A; =1o0g ),'_j =0 forj>i :

@
d121u=0 -
i
5
YA, =0V d=0 = Ya,=-1Vd-=0
i i=2
(b) givet (a)
dl; Ay + dzzi: Ap =0 =
5
YA, =0V d,=0 = Ya,=-1V d=0
1 i=3
(c) givet (a) og (b)
dlii:)'u*dzf‘:liz*a;AB:O -
5
YA, =0V d=0 = Ya,=-1Vd=0
i i=4

(d) givet (a), (b) og (©)
412‘: Ay + dzz‘: Ay +d32i: Ag + d42‘: Ay=0 =
YA, =0V d =0 « Ag=-1V d =0
i
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() givet (a), (b), (¢) og (d)

412‘: Ay + dz;}'tz +d3;A'B + d42;}'u + szi:}'is =0 =
d, =0

Sammenfattende har vi altsd for vilkarligt n:

E"y =0V d=0 forj=1,.,n-1 A d, =0
i

Sumrestriktionen betyder, at vi under visse forudsztninger kan ngjes med at
estimere n-1 ligninger og derefter residualberegne parametrene i den n’te.
Skrevet med matrix-notation kan faktorandelsfunktionerne skrives som:

s, =a +[LDL' - aa' + A|lnp, + blny + bt + e,

Da koefficientmatricen til Inp, er symetrisk mé vi eksplicit pAlegge rekkerne
samme restriktioner som sgjlerne implicit pilagges ved udeladelse af den n’te
relation. Lesuis(1991) postulerer, at sumrestriktionen krever:

Y x; =0 forj=l,..n
i

Af det foregdende fremgdr det, at dette er tilstrekkeligt; men ikke nedvendigt.
Folger vi Lesuis pd dette punkt fir vi i tilfeldet med 5 produktionsfaktorer
folgende relevante rakker i LDL’-matricen:

d didy didy, didy ~d(1+25y 42y +2y,)

didy dxlgl’dz ddy Ay +dpry didyry+ddy Ay (142542 +25)-dy (1445 40 )

didy didy g +didy, dn“;l*d:‘;z*ds didy Ay rdhgdgrdidy g (1+Ay +Ag 40~ A 5 (1+ApA ) -dy(1+2 )
didg ddydy+dre dAydgrdighgtdidh,  dAisdAnsddied,  -dhy(142g 3y 42g)-did o(1+A 0 +20)-dyd y(1 44,0 ~d,
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Appendiks 2. Operationalicering af Allen substitutionselasticiteten,

Det kan vare hensigtsmassigt at udtrykke Allen elasticiteten vha parametre
enten fra produktionsfunktionen eller dualt fra omkostningsfunktionen. Sidst-
navnte vil blive anvendt i det folgende samt i de empiriske analyser,

Givet produktionsfunktionen:
(18)
Y = fx,...,x))
fas som velkendt ved omkostningsminimering:
. (19)
fi(xl,...,xu) =Ap, i-= 1,..n
totaldifferentiation af (18) og (19) giver:
dy = fidx,
g 20)
Adp; + pd) = E}‘vdxj i=1,.,n
jal
som ved at anvende (19) i (20) kan skrives P4 matrixform som:
1 4 ) ... \ (_1 44) _1 4
W) [0h g () (s
| Wifu o gnl| x,
oD ol U | B - e1)
#) Gt ala ) s

hvor H er den indrammede hessematrice (bordered hessian).

(21) kan loses mht. dx 0g d\, forudsat H har fuld rang:
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(-Lda) (Lay) (1)
dx, dp, Ky : K, dp,
=AH| = - -
) K, : K,
| &, (9P, ) P,

hvor matricen

Koo:Ko;'
K= <«
K”:Kﬂ

er en opsplitning af A svarende til de to vektorer. Vi fir hermed:

dx; = MK Kydy + AY kydp, Ady =0
J
= dx, = 1Y K,dp,
]

dx,
- 1 = lku
dpj o

I det folgende underforstds, at vi arbejder pA isokvanterne.

K, erdet (ij)e cementi g1 - AdH , dvs K, = 2 _ ﬂ , vor g it
|H| |H  |H]|
er cofaktoren til H*'; (det (i,j)’te element i H) og 2. lighedstegn felger af at H
og dermed ogsd H' er symmetrisk. Vi har alts3 fra (22), at

dlogp, dp, x, x; |H| xx Y fx, |H| (23)
- Y% Py mY - pMAS HY

J
XX, Epix‘ |HJ xx; |H]|

% = dx‘fl = A&ﬂ - lpixi Ef;xl HY
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(23) svarer pracis til den oprindelige definition hos Allen®, hvor substitution-
selasticiteten (AES) defineres som:

_ dlogx, 1 _ d.fx HY
dogp; s;  xx, |H| (24)

AES;

Det ses, at denne (Allen partielle) substitutionselasticitet er symmetrisk da H

er det - i modsatning til det maske umiddelbart mere naturlige begreb gf&
ogp;

Ud fra (23) eller (24) kan det vises, at under forudsztning af konstant skalaaf-
kast er

_hf
¥,

Det ses let i tilfeldet med 2 faktorer:

H"? = -f f,
B = -\l + fuls - 2f,510]

Konstant skalaafkast, homogenitet af 1. grad i samtlige produktionsfaktorer,
betyder at 1.-ordens afledte er homogene af 0. grad. Vi har derfor:

fixy +hx =f
fuxy +Jfip%, =0 25)

Ju¥ + %, = 0

som giver:

i 2
H| = -——(fix, +f,
xx, O )

og indsat i (24) fas:

8Se Allen (1956) side 508.
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AES,, - (o v X)) M4 Gh (26)
o o folfm chm) The

(26) er sammenlignet med (24) meget let at anvende i praksis. Den kan ogsi
udledes direkte ud fra 1. ordens betingelserne for omkostningsminimum, og det
kan let vises, dels at Allen elasticiteten er lig Hicks elasticiteten i 2-faktortil-
fzldet, sddan som det er pastiet ovenfor, samt at et (dualt) resultat, svarende
til (26) gzlder for omkostningsfunktionens parametre.

Omkostningsminimering implicerer som velkendt, at

lo Ji] = lo ﬂ)
2 P,

Vi kan ved antagelsen om konstant skalaafkast og de deraf felgende betingelser
(25) skrive:

dlo ﬂ) = d(logfl - l°gfz) = ldfl - ldfz
P, h 2
= (& - é dx, + fﬁ + fﬁ
>f1 ffz fl h ffz ;
X J12 21 12 %iJi
=|- == -=ldx; +|—= + ——F%
\ x h fz] ' A ' xz.fi)dxz
- (_ Ji¥s AL . (fuxz . Jiz%y | 4%y
\ ff‘ e flf PR @7
= - 'Z.fﬁdlo .f.l.)
i \%
Xy
dlog| —
xz] _hh
alog[&] Fa
P,

Dette er Hicks substitutionselasticiteten; men det kan let ses at vare det samme
som Allen substitutionselasticiteten i dette tilfeelde. Vi har jo pé isokvanten, at
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A 5
dx, = _}ldxl = x,dlogx, = —j—fxldlogxl

2 2
Py
« dlogx, = -——dlo
gx, %, &X;
« dlogx, - dlogx, = |1 + Lall dlogx, = ldlogx1
Py, Sy

hvor 2. biimplikationstegn forudsetter, at vi er i omkostningsminimum. Ind-
settes dette i (27), og sattes dlogp, = 0 fis Allen elasticiteten:

dogr, 1 _ fif

dlogp, s, ff,

(28)
Allen (eller Hicks) elasticiteten kan ogsd udtrykkes vha. omkostningsfunktio-
nens parametre. Fra Shepheards lemma har vi:

X =.a—c = C
1 ap, 1
xZ =£ = C.

p,

dvs. vi har helt tilsvarende som ved udledningen af (27), at

dlog[ﬁ] = dlo ﬁ] = (ﬁl - &)dpl + (& - C_n)dpz

) € ¢ ) G )

Ved udnyttelse af, at omkostningsfunktionen er homogen af 1. grad i samtlige
faktorpriser, og faktorefterspergselsfunktionerne dermed homogene af 0. grad:

€Dy + C,p, = C
CuPy * Cppy =0
€y Py + CPy = 0

fas pa helt tilsvarende vis som ved udledningen af (27):






