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Kort- og langsigtsfaktorefterspargselsfunktioner
baseret pa CES produktionsfunktionen

Resumé:

| dette papir gennemgas udledningen af kort- og langsigtede faktorefterspgrgsels-
funktioner baseret pa CES produktionsfunktionen.

De analyser, der allerede er lavet pa baggrund af translogomkostningsfunktionen
viser, at hypoteser om en simpel CD teknologi eller en simpel ikke nestet CES
teknologi kan afvises pa endda meget hgje testniveauer. Der kan derimod veere
god grund til at se neermere pa den nestede CES funktion. Den har den egenskab,
at det er den mest generelle konsistente produktionsfunktion, hvor translogfunktio-
nen kan approksimere en vilkarlig funktion, men altsa har et afgreenset konsistens-
omrade. Der tages udgangspunkt i en nestet 3 niveau 4 faktor CES funktion.

Udledningen af de langsigtede faktorefterspgrgselsfunktioner og tilsvarende om-
kostningsfunktioner og prisindeks er velkendt fra litteraturen. Tingene bliver lidt
mere komplicerede end i de ikke nestede tilfeelde. Udledningen af de kortsigtede
faktorefterspgrgselsfunktioner, dvs. betinget pa kapitalapparatet, er derimod noget
mere kompliceret: De optimale kortsigtsfaktorefterspargsler kan saledes ikke
udledes eksplicit som funktioner af kapitalapparat og relevante faktorpriser, og der
svarer sdledes ikke en CES kortsigtsomkostningsfunktion til omkostningsmini-
meringsproblemet givet kapitalapparatet. Det er formodentlig derfor forfatteren
ikke er stgdt pa kortsigtsomkostningsfunktioner baseret pa CES i litteraturen. Der
foreslas alligevel en forholdsvis simpel hjemmestrikket estimationsmetode, hvor
denne fundamentale ikke-linearitet "parkeres" i et lidt kompliceret marginalom-
kostningsudtryk; men hvor estimationsproblemet igvrigt er helt parallelt med
langsigtstilfeeldet.

c:\tekst\ces_1.pbr
Nggleord: produktionsfunktioner, faktorsubstitution, faktorefterspgrgsel.
Modelgruppepapirer er interne arbejdspapirer. De konklusioner, der drages i papirerne, er ikke endelige og kan

veaere aendret inden opstillingen af nye modelversioner. Det henstilles derfor, at der kun citeres fra modelgruppe-
papirerne efter aftale med Danmarks Statistik.



1. En 3 niveau 4 faktor nestet CES produktionsfunktion.

Med de 4 produktionsfaktorer, kapital, arbejdskraft, energi og materialer, hhv.
K, L, E og M, vil man typisk opskrive den nestede 3 niveau CES produktion
enten som en KLEM eller en KELM funktion. Dvs. man er enige om, at ma-
terialer placeres i den ydre nest, sdledes at der er separabilitet mellem materia-
ler og de gvrige produktionsfaktorer. Derimod er der en del usikkerhed mht.,
hvordan nestningen &, L og E skal foretages. Der er 3 muligheder, og der
anvendes typisk enten nestning€in E eller KE,L. Det er altsa spgrgsmalet, om

det, forudsat der er separabilitet pa dette nivealLeeller KE, der aggregeres

i den inderste nest. Separabilitetsantagelser bgr naturligvis testes og ikke postu-
leres. Dette gares efter min mening mest korrekt i en fleksibel funktionsform,
eksempelvis translogfunktionen, som er blevet beskrevet tidligere. Begrundelsen
for at teste separabilitet i en fleksibel funktion er, at man ikke kommer til at
laegge tilfeeldige uoverlagte restriktioner ned over systemet man tester i, sadan
som det kan ses i visse anvendelser. Under gennemgangen af separabilitetstests
i 2. generationsmodeller baseret pa translogomkostningsfunktionen fandt vi for
fremstillingserhverv, at givet man separerer materialer ud i den yderste nest,
kan man ikke afvise, at energi kan separeres ud i naestyderste nest, mens man
kan afvise, at arbejdskraft kan separeres ud pa dette niveau. Konklusionerne var
ikke sa klare for serviceerhvervene. | det fglgende gennemgas KLEM funktio-
nen som eksempel; men det kan altsa vise sig, at KELM funktioner giver en
bedre databeskrivelse for visse serviceerhverv.

KLEM funktionen kan skrives:
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hvor A er homogenitetsgraden a@y(t) er udtryk for de Hicksneutrale tekniske
fremskridt.

For overskuelighedens skyld indfgres notationen:
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2.  Langsigtsfaktorefterspgrgselsfunktioner

Omkostningsminimeringsproblemet er forudsat alle faktorer er variable:

Min uK + wL + P.E + P, M
under bibetingelse af Y = F(K,L,E,M.t)

mht. K,L,E og M. Dvs. vi har lagrangeproblemet:

Min.gQ(K,L,E,M | u,w,Py,Py t,u) = uK + wL + P,E + Py M
+ (Y - FKLEM,))

hvor p er lagrangemultiplikatoren.

Pga. separabilitetsegenskaberne kan vi lgse omkostningsminimeringsproblemet
rekursivt som falger. Farst findes det optimale forhold mellénog L, og
derefter kan vi finde de optimale niveauer #rog L givet niveauet for aggre-
gatetY,,. | naeste trin findes det optimale forhold mellefp og E samt de
optimale niveauer for disse givet niveauet ¥{.. Endelig i sidste trin findes

det optimale forhold melleny,, - ogM samt det optimale niveau for disse givet
niveauet fory. De endelige faktorefterspargselsfunktioner fas afslutningsvis ved
at indsubstituere de aggregater, der blev betinget pa i farste omgang.

Farsteordensbetingelserne #rog L er:
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og marginalprodukterne af de to faktorer er:
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hvilket implicerer:
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er substitutionselasticiteten melléfog L, givet veerdien af aggregatet,, jf.
nedenfor:

Indseettes fx
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i udtrkket forY,, fas:
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tilsvarende finde«" ved at indsubstituere i udtrykket fof,, :
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Faktorefterspgrgselsfunktionerne fr og L er hermed fundet, betinget pa
aggregatet,, .

Der gleeder flg. sammenhaenge, der bruges i flaeng i det falgende:
1 = p = 1;0 = o-p - 1_0 - p
1+p o] 1+p

o =




Omkostningerne ved at produceYg er:
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som efter lidt omskrivning kan skrives:
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falgelig bliver prisindekset fol,
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hvilket er det velkendte CES prisindeks.

Det er vigtigt at gere sig klart, at dette indeks ogsa er de marginale omkost-
ninger, der er forbundet med at gge KL-aggregatet med en enhed, nar faktor-
forholdene hele tiden er optimale. Da der per definition er konstant skalaafkast
I produktionen af aggregatet,, og faktorpriserne betragtes som givne og
dermed uafheengige af efterspgrgselsniveauet, vil de gennemsnitlige omkost-
ninger vaere konstante og lig marginalomkostningerne, nar samtlige faktorer
forudseettes tilpasset til de optimale niveauer. Det er denne fortolkning af pris-
indekset, der retfeerdigger anvendelsen i det fglgende.

| andet trin findes de optimale faktorefterspgrgsler i naestinderste nesty,dvs.
og E. Dette kan ggres fuldsteendig ligesom i fgrste trin, gRgt

Det optimale forhold melleny,, og E fas ud fra de traditionelle 1. ordensbe-
tingelser:
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hvilket giver:
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Indseettes i udtrykket fov,, . fas:
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Pa helt tilsvarende vis som ovenfor fas CES-prisindekset:
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Endelig findes i sidste trin det optimale forhold mellem aggreggtgt og M.

Resultatet bliver:
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og niveauerne findes fra produktionsfunktionen givet
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Det ses let, at det samlede prisindeks Ydoliver:
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som forA=1 igen giver det simple CES-prisindeks af priserne p& produktions-
faktorerne.

Systemet kan nu Igses, sa de langsigtede faktorefterspgrgselsfunktioner fas som
funktioner af produktionsveerdi og relative faktorpriser. Man far estimations-
ligningerne, hvor der af hensyn til overskueligheden ikke er indsubstitueret de
relevante prisindeks:
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3.  Substitutionselasticiteter i 3 niveau KLEM eller KELM produktions-
funktionen

Det kan vises, at Allen substitutionselasticiteterne for produktionsfunktionen
(1.1) eller enhedsomkostningsfunktionen (2.4) er:
- 0 )

KLE KLE)

S

AES - o . (o kiem) (e

+
KL

S

KLE KL

(Okie = Orem) (3.1)

S

AES,, = AES,, = O4p +

KLEM
KLE

AES., = AES,, = AES;,, = Oy

hvor s betegner omkostningsandelene i optimum af de to aggreYateng Y, -

Det ses altsd, at kun substitutionselasticiteterne mellem faktoren i den yderste
nest og de gvrige faktorer er konstante. De gvrige afhaenger af omkostningsan-
delene. Dette er netop udtryk for generaliseringen af den simple et-niveau CES-
funktion.

Nestningen er selvfglgelig afggrende for det preecise udtryk for substitutions-
elasticiteterne, og (3.1) er altsa for eksemplet med KLEM-funktionen.

BetragtesAES,, er fortolkningen ved fx en stigning i lgnnem falgende: En
stigende lgn betyder substitution mellégrog L for givetY,,. Imidlertid erY,,

ikke givet. En stigende lgn betyder, Bt stiger, hvilket fagrer til substitution
mellemY,, og E, saledes at,, falder ogE stiger for givetY,, .. Endelig er
Y«.e Ikke givet; den falder grundet stigningen i priseg ., og K falder dermed
ogsa. Der er altsa tale om modvirkende effekterkpaels den umiddelbare
substitution, hvorefter K skulle stige, dels de modsat rettede afledte effekter af
faldet i aggregatern¥,, og Y, . Som slutresultat af denne proces kémltsa
veere enten steget eller faldet. Hvis der er tilstraekkelig kraftig substitution
mellemgrupper i forhold tilinden forgrupper, dvs. hvio,, ¢ er tilstraekkelig
meget starre end,, og/ellero,, g, er tilstraekkelig meget starre emg, .

Denne forklaring afspejler den rekursive beslutningsstrategi, som den separable
produktionsstruktur er udtryk for.
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4.  Kortsigtsfaktorefterspgrgselsfunktioner

Pa kort sigt betragtes det eksisterende kapitalapparat som givet, og omkost-
ningsminimeringsproblemet bestar derfor i at minimere omkostningerne mht.
de 3 variable produktionsfaktorer:

Min. uK + wL + P.E + P, M
under bibetingelse af Y = F(K,LLEK,) og K=K

mht. L,E og M. Dvs. vi har lagrangeproblemet:

Min. & (L,E.M |u,K,w,Py, Py t.u) = uk + wL + P,E + P, M
+ ulY - FK,LEM,))

Problemet er imidlertid, at vi ikke kan komme igennem dette kortsigtsomkost-
ningsminimeringsproblem og udlede de optimale faktorefterspgrgselsfunktioner
pa traditionel vis. Problemet bliver sa kompliceret ikke-lineaert, at det ikke kan
lgses eksplicit. Dette vil kort blive demonstreret, hvorefter der praesenteres en
mulig vej ud af problemet.

De 3 ngdvendige 1.-ordens betingelser er:

uiY

oL
_ oY
E OE
oY
Py = v oy

~
[

Indseette de relevante marginalprodukter fas fx.:

6 - + -1+
W ( KLE )YI(;ZKL Pree) (1 pKLE)(lféKL)L (+pgy) (4.1a)
PE ; 1_6KLE
E _ ( 6KLEM )YI((‘ZIELEPKLEM)M(IerKLEM)(l6KLE)E ’(1+pKLE) (41b)
PM 1_6KLEM

Fra (4.1a) og (4.1b) ses ved indseettels&,afog Y, g, at vii princippet kan
lose (4.1a) fol. som funktion afE givet K og den relative faktorprid. kan
derefter indsaettes i (4.1b), hvarpa tilsvarende vis kan findes som funktion
af M. M kan endelig findes fra selve produktionsfunktioneprincippetkunne

vi altsa fa lgsningerne til omkostningsminimeringsproblemet:
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K-K
L=LKXYE
PE
_ P - - P
E=E' K,—E,L(K, W E|M|=E K,—E,K,M]
PM E PM PE
og fra produktionsfunktionen:
Y = F(K,L,E,M)
- [= - P - P
= F K,L K’/l,E K’—E,K’M ’E ’—EslaM’M,t
PE PM PE M PE

fas kortsigtsefterspgrgslen fot. Denne lgsning kan nu indsubstitueres i oven-
staende udtryk for E og dette udtryk kan sa igen indseettes i udtrykket for L,
hvorefter systemet er endeligt lgst, saledes at kortsigtsfaktorefterspgrgslerne
afhaenger af produktionen, det preedeterminerede kapitalapparat samt de relative
faktorpriser pa de variable produktionsfaktorer:

_P
M" = M*(Y,K,—E,K
PM PE
_P
L =L'|vK, £
P, P,
_P
E'=E'|v,K,—£, X
P, P,

Problemet ved den skitserede metode er desveerre, at de enkelte trin giver
anledning til ikke-lineaere udtryk af en type, der ikke kan lgses analytisk. Fx det
farsteog simplesterin, hvor L skal findes ud fra (4.1a), kraever Igsning af:

prrL(+pgp)

- Pk _ “PkL PKL PKLE
(8K P5 + (1-8,)L *9)L
“PKL PkL(1*PKLE) (1 -8 )
_ | w PKL"PKLE | PKL PKLE KLE KL’ | pxL-PKLE
PE 1_6KLE

dvs. man skal Igse et problem af typen
al® + bL? + ¢ =0

hvilket ikke er muligt analytisk.
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Problemet kan hensigtsmaessigt "lgses" ved at "parkere" (arsagen til) ikke-linea-
riteten i et lidt mere kompliceret marginalomkostningsudtryk.

En made at betragte forskellen mellem lang- og kortsigtsomkostningsmini-
meringsproblemet pa er, at man i kortsigtsomkostningsminimeringsproblemet
kun kan gge indsatsen af KL-aggregatgt ved at ggd.. Dermed bliver mar-
ginalomkostningerne ved,, ikke leengere lig det simple CES prisindeks, sadan
som det blev udledt for langsigtsomkostningsminimeringsproblemet. Man kan
imidlertid let beregne det relevante marginalomkostningsbegreb, og anvende det
pa traditionel vis. Det viser sig maske umiddelbart en smule overraskende, at
marginalomkostningsudtrykket fof, . bliver et simpelt CES prisindeks, blot
med anvendelse af det lidt kringlede marginalomkostningsudtry¥foAnaly-

sen kan altsd med fa undtagelser gennemfgres som for langsigtsfaktoreftersparg-
selsfunktionerne.

Marginalomkostningerne vey,, er

Da marginalproduktet af paY,, er

1+
)% 1 = PxL “Prr] P‘;(IL(L “(Lrpgp)
= {8 K P+ (1-8, )L "] "R (1-8,)(~p )L
oL Pxr

~lepgL
PKL

=\ PxL
= (1-3,) 6KL(L£) + (1-8,)

kan marginalomkostningsudtrykket skrives:

—\ l-ogz L
6KL 5 ) OKL + 1 17oKL
1-8,,\ L (4.2)

Det kan indses, at marginalomkostningerne er en faldende funktion af K/L-
forholdet. Er substitutionselasticiteten forskellig fra 1 er det oplagt, og for
substitutionselasticiteten lig 1 er vi i CD-tilfeeldet, hvor resultatet er let at vise.

OKL

MC,, = w(l-8,)" "™

Det kan ogsa let indses, at marginalomkostningsudtrykket (4.2) er lig CES-
prisindekset (2.2), nar vi befinder os i langsigtsligeveegten. Indseettes 1. ordens
betingelsen (2.1) i (4.2) fas:
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l-ogy

%J o ) Okl 1 \"OKkL| Topg ok
MCKL - W(lféKL) K ll—(;l (1_gl ) (ﬁ) K + 1
KL KL

o] 1-
= 8 u’ T+ (1-8

(I-0kp) | 1-0g
R .
KL KL Givet veer-

dien afY,, kan det ngdvendigk® findes:

OKL
_l-ogr 1-ogp |~

+ 1 OKL KL IE oKL

1-ogy

Det optimale forhold melleny,, og E fas ud fra de traditionelle 1. ordensbe-
tingelser:

) ¢
KL‘“?KL
_or
E’“&

McC

hvilket giver:

E 1-6,,; P,

0% :( Oxrp ]OKLE(MCKL)_OKLE

Indseaettes fx

v - 6KLE )UKLE( MCKL “OKLE
KL
1_6KLE Py
i udtrykket for Y, fas:
KLE l-oyp OKLE Tkt
Et =Y (1 -8 )I’UKLE MCKL ( ) 6KLE + 1 1-0x;k
KLE KLE P, 1-8,,, (4.3a)

tilsvarende findes,, *:

Py \Uowe (1-8, ;\ ke 4 1| o
MC, ; (4.30)

OKLE

_ 1-ok1E
YKL - YKLEél(LE
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Givet marginalomkostningsudtrykket er udledningen er altsa fuldsteendig iden-
tisk med den, der anvendes ved udledningen af langsigtsfunktionerne.

Pa helt tilsvarende vis findes det optimale forhold mellégy og M. Margi-
nalomkostningerne ved aggrega¥t. er:

Yy, oE~
MCy = MCy, + Py
Y,k Y,k

Fra (4.3) har vi:

OKLE OKLE

+ (1- ) —_—
oF = (1-8,,p) '"OKLE (MCKL o ( O e )OKLE + 1] 1-041
aYKLE P E 1_6KLE
+ OKLE _ OKLE
aYKL _ 6[‘(*;};@5 (i =%k ( 1 _6KLE)0KLE + 1} -0y p
Yy p ; MC,, ; O ke

og vi far derfor:

1
OKLE (A-0g0) o -0k,
MC,,, = |8 MCy, ™ + (1-8,,,) P, KL

KLE

hvilket er det velkendte CES-prisindeks med den forskel, at den ene "pris" er
marginalomkostningsprisindekseiC,, .

Det optimale forhold mellenY,, og M bliver herefter:

Yiie _ Oprpy \Tkem( MCy )\ Okuem
M 1-6 P

KLEM M

og indseettes i den samlede produktionsfunktion, fas:

OKLEM

| ] SKLEM __KLEM
1-0x1EM

M* = YPA®) F(1-84) ™

KLE

P 1-6

(1-o ) o
KLEM( 6KLEM )KLEM .

M KLEM

o
1 1 KLEM

YI;LE = Y;A(I)T‘SILE;IEM

OKLEM

PM A-0xmm( 1 _6KLEM OKkLEM | Toxiem
_— - " +
MC,,, Lo}

KLEM
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Det ses let, at de samlede marginalomkostninger bliver:

aYIELE P oM*

MC'" = MC +
KLE 8Y M aY
1 7% 1_;1 OkLEM (1= k1 gy O xrem (L OkLEN 1—o,§LEM
= KA(Z) Y " 18 k1 eMCryre * (1=8y ) Py

som forA=1 igen giver det simple CES-prisindeks af de relevante (marginale)
priser pa produktionsfaktorerne. Indsubstitueres successivt de relevante margi-
nalomkostningsudtryk fas:
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De relevante estimationsligninger er, uden indsubstitution af marginalomkost-
ningsudtrykkene:
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tielle tilpasningsmekanisme, som udledt under den generelle gennemgang af 3.
generationsmodellerne:
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hvor K™ er udledt ud fra langsigtsoptimeringsproblemet.
Marginalomkostningsudtrykkene er:
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Man kan nu estimere faktorefterspargselsfunktionerne direkte som de star i et
loop, sammen med genereringM€,, og MC,, . Alternativt kan marginalom-
kostningsudtrykkene indsubstitueres pa forhand; men dette sidste kunne taenkes
at give starre konvergensproblemer i det i forvejen meget ikke-lineaere estima-
tionsproblem.



