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Modelgruppepapirer er interne arbejdspapirer. De konklusioner, der drages i papirerne, er ikke endelige og
kan veere cendret inden opstillingen af nye modelversioner. Det henstilles derfor, at der kun citeres fra
modelgruppepapirerne efter afiale med Danmarks Statistik.
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1. Indledning

Det vises, at OLS-estimatoren i tilfaeldet med kointegration og korrelation mellem
regressorer og restled kan ggres konsistent med en simpel transformation af
restleddet. Endvidere vises, at de seedvanligg F-tests fortsat er assymptotisk
gyldige i det kointegrerede tilfaelde.

2. Model

Antag, at vi gnsker at estimere parametrene i den linesere model

Y =Bx+u, 1)

hvoru, er iid(0g?), x, er en kx1) vektor, og3 =0 er en £ x 1) parametervektor.

Det antages, at elementerng, ifglger en random walk og ikke kointegrerer
indbyrdes. Ligeledes antages,ater en I(1) proces, sdledes at §],er en
kointegrations vektor. Det antages samtidig, at der ikke findes flere uafhaengige
kointegrerende vektorer.

Antagelsen vedrgrendebetyder, at

X=X 1 7E~ 2:1 & (2

hvore, er iid(0,%,;) ogx, = 0.

Definer nu processe&yr (€’,,#,) med dimension +1) x1) med kovariansmatrix

, le 212
g 3

21 ©

hvorZz,, =%, #0 som fglge af korrelationen melleqoge,. Det gaelder da, som
det er tilfeeldet for OLS-estimatoren i tilfeeldet med stationaere regressorer, at OLS-
estimatoren er inkonsistent.

Betragt igen modellen (1), og foretag falgende omskrivning
yt:B/xﬁut‘:’
-1 -1

yt:B/’xt+YAxt+u.lt

hvory=%,5, ogu, =u - £,%,,7, og det fra definitionen af gzelder, af\x,
= ¢g. Det ses, at i modellen (4) Ak, indfgrt som regressor, mens restleddet er
transformeret.



Defineres processen= (g, u,)’, findes det, at

~ Xy i12 2 04
Z=Elppl4 . |- ) ()
%, Oy 0(1xk) 61

idetS =%, =E[e(u,-X %116 )] =E[E,,-2,,21:2,,] =0 , 0g det felger da, at restled
og regressorer i (1.4) er ukorrelede og kovariansmatriqepi]&{ diag(Z,,,0 ..

3.  OLS-estimatorens egenskaber

Det skal nu vises, at OLS-estimatoren er konsistent og inferens vedrgrende
parametrene-vektoren kan baseres pa de saedvamligg F-tests.

Konsistens
Konstruer wienerprocessen (se appendiks) med samme kovariansmatpx som
w(r.X), der kan partitioneres i to ikke-korrelerede procesges ,,) og wy(r,o ).

Definer matricern@ vy = 0vse--92) Uy = @ 1002 11) (rxays Xrxiy = &po-02-X4) OQ
DX 19)=(Ax,,....,Ax,). Ved partitioneret regression findes det, at OLS-estimatoren
for 3 kan skrives

B=(x"Mx) " 'My=T(B-B)=(T 2 'Mx) T 1x /Mu.1 , hvor

(6)
M=I,~Ax"(Ax'Ax) " Ax
Farste faktor i ligning (6) kan omskrives som falger
T 2 'Mx=T 2x/x-T 2xAx(T *Ax'Ax) T Ax'x (7)
hvor det fra Lemma 1 (se appendiks) findes
T % /x:Zthl xfxt/=>folw1 (rX)w,(r2,) dr (8)

hvor = betegner konvergens i fordeling (mest fordi jeg ikke kan fa lavet en pil
man ma skriveD over i wp). Andet led i (7) gar mod nul fors%, idet fgrste
faktor konvergerer mod nul, mens de to sidste faktorer konverergerer mod “et eller
andet endeligt”.
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Tilsvarende findes, at anden faktor i ligning (6) kan omskrives som faglger

T 'Mu =T *x'u T x'Ax(T 1Ax'Ax) T *Axu (9)

Fra Lemma 1 findes vedrgrende farste led i (9)

B B 1 2
T 1xu.1:T 12121 xtu_lt=>f0 w, (X, )dw,(r,c7) (10)

mens andet led i (9) konveregerer mod nul, idebg u,, er ukorrelerede, mens
de to farste faktorer konvergerer mod “et eller andet endeligt”.

Samlet findes det, at

T (B‘ﬁ)ﬁ( f01w1(’” Zy)wy(r '211)/01’” ) 1( folw1(” Zy)aw,(r ’0.21)) =C (11)

Fra Lemma 2 findes s@, at

{~N(0 ,0.21G|G), hvor

1 / (12)
G:fo w(r X )w,(r.X,,) dr

Idet ¢ er blandende normalfordelt med middelveerdi nul, er OLS-estimatoren
konsistent i den forstand, at den forventede afvigelse fra den sande vigeedi af

nul. Enndvidere bemaerkes det fra ovenstaende, at estimatoren konvergerer med
hastighed’, mens OLS estimatoren konvergerer med hastighed i tilfeeldet med
stationaere regressorer.

Inferens
Den saedvanligé-teststarrelse, for hypotesey Hip-4 = 0, hvorH er en [xk)
vektor, ogh er en (x1) vektor, er

s -y ) K1)
jF=s FG-pYHAHYL s xx)) G -p)- (13)
jF=s 2Ty BT 2X e |G -P)

hvors ; er den estimerede standardafvigelse.



Under H, geelder det, at
TH(B-B)=N,(063HGH G) (14)

Derfor geelder det jf Lemma 3 og (13), at
T(Hp -h)~N(065HGH'|G) (15)

Standardiseres denne fas

1
(c3HGH') 2T(HB-h)=N(0.1) (16)

Ligning (13a) kan i greensen skrives

1 { 1
(63 HGH') 2T(Hp —h)) ( (c5HGH') 2T(HB-h)| = 17)

s $(HB-RY (HGH) X(HB-h)~%%()) (18)

Ligning (17) er saledes kvadratsummejuaffhaengige normalfordelte variabler,

og det gaelder derfor, At ~ X*(j). Det geelder specielt, at nérer en enhedsvek-

tor, sd er (16) N(0,1) fordelt, saledes at inferens vedrarende de enkelte parame-
terestimater kan baseres pa den standardiserede normalfordeling. Endlig bemaerkes
det, at anvendelsen af og F-statistikkerne kreever, atser en konsistent
estimator foio ,2, hvilket er opfyldt fo&_i:(T’lzil (v,-B’x)?) eventueltmeden

small sample korrektion.

For forklarende 1(1)-variabler, der ikke er korreleret med restleddet, geelder
resultaterne vedrgrende konsistens og inferens ogsa. For disse variable er det
ungdvendigt, at medtage aendringerne i regressionen, da kovariansmatricen er
blokdiagonal i disse variabler uden korrektionen.

Modellen kan uden problemer udvides til at omfatte tilfaeldet, hvor den datage-
nererende mekanisme er en random walk med drift. Det vil sige tilfaeldet, hvor (2)
udvides til ogsa at omfatte en konstant.

Det er vist endda s&dan, at OLS-estimatorens assymptotiske egenskaber er de samme
i tilfeeldet, hvor DGP er en random walk med drift, og tilfeeldet med trends stationaere regressorer.,
hvilket skyldes, at den deterministiske trend dominerer den stokastiske trend.
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4.  Misspecifikations tests
De ovenstaende resultater hviler pa tre antagelser

1) Den forklarede variable kointegrerer med de forklarende variable
2) De forklarende variable kointegrerer ikke indbyrdes
3) Kointegrationsrangen er hgjest 1

Punkt 1) kan vist nok testes under antagelse af 2) og 3), se eventuelt Tanaka 1996.
Tests af to og tre kreever estimation af det samlede system med efterfalgende rang-
test og identifikation af den/de kointegrerende vektor(er). Det er selvfglgeligt
muligt at estimere en VAR-model for de relevante variable inden regressionen af
(1) eller (4). | praksis er det formentlig tilstraekkeligt, som det er tilfeeldet i alle
vores fejlkorrektionsestimationer, blot at antage, at antagelserne er opfyldt?

Man bgr maske ligeledes starte analysen med, at undersgage, hvilke variabler, der
ma bedst beskrives som I(1)-processer. fx med DF- eller ADF-tests?

5. Konklusioner

Det er i det ovenstaende vist, at man i tilfaeldet, hvor man gnsker at estimere en
kointegrerende vektor i en lineaer enkeltligninsregression, hvor regressorer og
restled er korreleret, kan sikre at OLS-estimatoren er konsistenrt, ved at medtage
aendringerne i de af de ikke-stationegere variabler, der er korreleret med restleddet,
i regressionen.

Metoden som gennemgaet her laegger op til, at der estimeres i to-trin. Man kan
maske udvide resultaterne til et-trins estimationer for at opna starre fleksibilitet.

Resultatet er fx bekvemt ved estimation af lgnrelationer, hvor et indkomstafhaen-
gigt skattesystem er medtaget i de forklarende variable. Forudsat man kan
sandsynligggre at disse variable er random walks.
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Appendiks

Definition 1
Den p-dimensionale wienerproces w(r,Z) for r € [0,1] og kovariansmatrix Z er
defineret som en stokastisk proces, der opfylder:

1. w(0,2) =0

2. w(r,2) ~N,(0,r%)

3. Tilveeksterne i w(r,Z) er uathengige af r
4. w(r,2) er kontinuert i r

For & = |, kaldes w(r) den standardiserede r-proces. Wienerprocessen med
kovarians 3. kan skrives Z"w(r).

Lemma 1
Betragt den k—dimenstionale vektorproces { €} ~iid(0,%), og definer v,=Y ', g,
med elementer vi= ) 1 €,,i=1,....kogden k-dimensionale wienerproces w(r,Z),
da geelder for T -
3
T ZZthl vt=>f 1W(l’,2)dl" (20)
0
T2y v~ [ Wi Zw(T) dr o
0
- 1
r 121:1 vt—lat/ﬁfo W(V,Z)dw(r,Z)/ @)

hvor - betegner konvergensi fordeling.

Lemma 2

Betragt en (k+ 1)-dimensional wienerproces w(r,Z). Partitioner w(r,Z) iw,(r;,2,,)
0g Wy(r,0,,), hvor wi(r,2,,) er en k-dimensional proces og W,(r,,0,,) er en

skalar proces. Antag, at ¥ = diag(Z,,,0,,), da geelder, for

folwl (rsubl,X;)dw(r,,6,,)=C (22)

at ¢ ~N(0,0,,G|G), hvor G= f 1w1(r,211)w1(r,211)/dr. (s fordeling kaldes
blandende normalfordelt. 0

Lemma 3
Betragt en stokastisk variabel z, for hvilke det geelder, at z,~ z, hvor ~betegner
konvergens i fordeling og lad h veere en kontinuert funktion, sa geelder, at h(z) -

h(z).



