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Resumé:

I papiret diskuteres, hvordan man kan opstille nestede produktionsfunktioner til
estimationsformal. Papiret er specielt taenkt i sammenhaeng med estimation af
energiefterspgrgsel for erhverv, men meget af teksten geelder ogsa i andre sam-
menhaenge.

Teoretisk kan producentens problem opstilles i to trin, hvis produktionsfunktio-
nen er seperabel. I mange praktiske sammenhaenge er visse teoretiske variabler
som man skal bruge ved en to-trinsopstilling af producentens problem ikke ob-
serverbare (fx en energiydelse). Det vises, at man kan erstatte disse variabler
af temmelig vilkarlige aggregater (fx summen af joule over energiarter), og det
alligevel gar godt.

Det vises ogsa, at nar der i fordelingen af energi estimeres betinget pa et maengdein-
deks, sa skal de tilhgrende estimerede effektivitetsindeks opfattes som eftek-

tiviteter for individuelle energiarter i forhold til et aggregeret energieftektivitetsin-

deks. Endelig foreslas et band, som kan veere praktisk at laegge pa effektivitetsin-

deksene i estimationer.
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1 Indledning

I papiret diskuteres, hvordan man kan opstille nestede produktionsfunktioner til
estimationsformal. Papiret er specielt taenkt i sammenhaeng med estimation af
energiefterspgrgsel for erhverv, men meget gaelder ogsa i andre sammenhaenge.

I nestede produktionsfunktioner opstilles producentens problem typisk i to trin.
I forste trin finder producenten ud af, hvor meget han vil bruge af ”aggregerede
energiydelser” og andre faktorer, og i naeste trin, hvordan den aggregerede en-
ergiydelse skal frembringes af forskellige energiarter. Det, der er smart ved nestede
produktionsfunktioner, er, at fordelingen af den aggregerede energiydelse pa ener-
giarter kan ske uden at taenke over andet end lige netop energien — fx ikke pa arbe-
jdskraft og kapital. En ulempe er, at energiydelsen i virksomheden generelt ikke
kan males praecist. Man kan male fx den totale joulemaengde eller et gkonomisk
indeks, men det er og bliver kun approksimationer.

Det er velkendt, at opstillingen af producentens problem i to trin er tilladt”,
nar man kan observere den faktiske ydelse og tilhgrende omkostninger for en en-
hed energiydelse. Med tilladt menes, at lgsningen til to-trins problemet giver
det samme som lgsningen til det generelle et-trins problem. I afsnit 2.2 vises,
at opstillingen i to trin faktisk er tilladt selv med meget forskellige mader at
approksimere energiydelsen, dvs. ved meget forskellige valg af maengdeindeks for
energien. Det er ikke sa overraskende, men alligevel vist, s& man er helt sikker.
I afsnit 2.1 vises, at nar der i fordelingen af af energi estimeres betinget pa et
mangdeindeks, sa skal de tilhgrende estimerede effektivitetsindeks opfattes som
effektiviteter for individuelle energiarter i forhold til et aggregeret energieffek-
tivitetsindeks.

I tredje afsnit foreslas et band, som kan vaere praktisk at laegge pa effektivitetsin-
deksene i estimationer.

2 Opstilling af producentens problem i to trin og opfat-
telsen af effektivitetsindeks

Lad f og g veere to produktionsfunktioner, der er homogene af fgrste grad og
stigende i1 deres argumenter.

En producent har problemet

Problem 1:

Min 61,52,...,en,wczzpiei + P2 (1)

K2

—1
s.t. y=[(g(erdy,exds,. .., e,dy,), xd,)

Vi kan opskrive problemet i to trin. Til det formal lader vi E; veere den sande e-
nergiydelse, altsa vaerdien af funktionen g. Prisen for E,; er Py, og den praeciseres



nedenfor. Problemet opskrevet i to trin er sa

Problem 2a:

Min Eg.@ C= PEdEd + Pz
s.t. y=f (Eq,zdy)

Andet trin er
Problem 2b:

n
Min €1,62,..,€n, Ce = szez

i=1
s.t. Ed =g (eldl, ngg, e endn)

Meningen med at skrive problemet i to trin, er at forenkle problem 1. Foren-
klingen bestar i, at problem 2a Igses givet en aggregeret pris og problem 2b givet
en aggregeret maengde. Men hvis to-trins problemet skal relateres fornuftigt til
problem 1, skal disse aggregater veelges fornuftigt, nemlig som (hvor e, p.,d er
vektorer af energi, energipriser og energieffektiviteter)

0

e
Py = 9
FE (€0, d) 2

E; i1 2b=Lgsning fra 2a

hvor €° er lgsning til problem 2b.

Nar man analyserer de to delproblemer, skal man altsa ikke taenke over, hvorfra
hhv. maengde- og prisaggregater kommer, men blot tage dem for givet. Men
hvis problem 1 og 2 skal have samme lgsning skal relationen i (2) med. Vi kan
si definere en lgsning til problem 2 som z° E9,e° hvor z° EY lgser 2a givet

Ppy = gfgfii), og e lgser 2b givet EY.

I appendiks vises i et mere generelt tilfzelde, at problem 1 og 2 har samme lgsning.

Til praktiske estimationsformal er denne to-trinsopstilling imidlertid ikke nogen
hjelp, for ydelsen E, er ikke observerbar. Den skal udtrykke veaerdien i produk-
tionen af de forskellige energiarter. Danner man imidlertid et maengdeindeks, et
prisindeks og et effektivitetsindeks, kan man opstille et brugbart to-trinsproblem.
En naturlig made at danne et maengdeindeks er:

e Mzaengdeindekset E er en funktion af e;’erne, som er homogen af fgrste grad,

E=E(e,...,e) (3)

Nar man har valgt en eller anden made at danne mangdeindekset pa, som op-
fylder dette, folger pris- og effektivitetsindekset som



e Prisindekset Py defineres som

_ pee
Pe= H @

hvor e og p. er vektorer for input og tilhgrende priser. Denne made at
aflede prisindekset, nar maengdeindekset er givet, sikrer, at prisindeks gange
maengdeindeks giver vaerdien.

e Effektivitetsindekset D, defineres (ideelt set) som

D, — gg(’e‘? (5)

hvor d er vektor for effektivitetsindeks hgrende til e. Det afledte indeks
sikrer, at maengdeindeks gange effektivitetsindeks giver den samlede ydelse.

Effektivitetsindekset kan ikke observeres.

Vi kan sa skrive problemet i to trin. Fgrste trin er

Problem 3a:
Min g, C=PgE + p,x (6)
s.t. y=[f(ED,,xd,)

mens andet trin er

Problem 3b:

Min €1,e9,...,en Ce - szez (7)

=1
s.t. EDe =g (eldl, ngg, e endn)

2.1 Tolkning af effektivitetsindeks

I (1) veelger producenten en kombination af produktionsfaktorer, eq,..., e,,,
som minimerer omkostningerne, C, ved at producere maengden y. I (6) veelges
den kombination af aggregatet £ og x, som minimerer omkostningerne. I (7)
veelges, hvordan aggregatet F/ sammensattes af e;’erne.

I (7) betinges her pa ydelsen ED,., som ikke direkte kan observeres. Imidlertid
kan bibetingelsen i (7) omskrives ved udnyttelse af, at g er homogen af fgrste
grad

E-D.=g(eidy,eads, ..., e,dy,) (8)



=
E=g (elg—le, egg—i, el en%ne>
d;
= g (e101, €202, . ..,€,0,) hvor §;, = —
-De
Nar C. minimeres betinget pa den observerbare FE, skal de relevante trender,
0;’erne, altsa tolkes som afvigelser fra en aggregeret trend. Dermed betinges
implicit ogsa pa den aggregerede effetivitetstrend D,.. Imidlertid betyder det,
at der skal laegges nogle restriktioner pa é;’erne, for da disse er afvigelser fra en
slags gennemsnit, kan de eksempelvis ikke alle stige. Hvilken sammenhaeng, der
er mellem 6;’erne, diskuteres i afsnit 3 og 4.

2.2 Samme lgsning til de to problemer

Giver de to problemer 1 og 3a, 3b nu den samme lgsning? Ja, men det vises i
appendiks. Vi definerer en lgsning til problem 3 som z°, EY, ", hvor E°, 2° lgser
3a givet Py og p, og effektiviteterne D, d,, og € lgser 3b givet p., d og E°, og
hvor den aggregerede energipris er fundet som i (4) med e = €. Man lgser altsi
3a og 3b givet aggregater for energiydelsespris, maengde og effektivitet, men uden
at teenke over, at disse 1 virkeligheden ikke kan vaere hvad som helst.

3 Restriktioner pa effektivitetsindeks

I afsnit 2.1 naevnte vi, at der skulle vaere nogle restriktioner pa de relative effek-
tivitetsindeks (6;’erne). I dette afsnit foreslas disse at veere I1;6;” = 1, hvor w; er
omkostningsandelen for energiart 4, dvs. w; = % Begrundelsen er som fglger:

Den teoretisk rigtige omkostningsfunktion for energien er (jf. problem 2b) er

Ce =min{pelg(e,d) = Eq}
= Ce(pea da Ed) = pe* (pe7 d7 Ed)

hvor funktionen e* Igser til problemet.

Der gaelder
e C, er homogen af 1. grad i (%, ..., =) (det ses let, hvis man opskriver pro-
blemets forsteordensbetingelser), og funktionen kan skrives Ce(%, o By).

e Hvis funktionen g er homogen af fgrste grad, er C. homogen af forste grad
i E;. Dvs. vi kan skrive C, = ce(%, e Z—:)Ed, hvor ¢, er omkostningerne
pr. enhed ydelse (dvs. lig prisen Pgq4 i 2a).

Det teoretisk rigtige indeks for enhedsomkostningerne i tilfaelde af konstant skala-



afkast er siledes funktionen c (&, ..., 2).!

Nar ydelsen Ey; (= g(eids, ..., e,dy,)) ikke er malelig, ma man til estimations-
formal som nazevnt ggre noget. Det, der stod i foregdende afsnit, var, at man
temmelig frit kunne finde pa indeks for pris, maengde og effektivitet, som dog
teoretisk burde opfylde

Pr E'=samlede omkostninger = p.e 9)
E - Dg=ydelse = Fy

I estimationsgjemed er det nok umuligt at tilfredsstille dette teoretiske krav i an-
dre tilfzelde end meget simple produktionsfunktioner. Imidlertid kan man foresla
ovennanvte band pa effektiviteterne, der approksimerer et teoretisk rigtigt.

Da E; = g(e1dy, ..., endy,), og g har konstant skalafkast, geelder, at den relative
gendring 1 ydelsen findes som ("el” er elasticiteten og en prik over en variabel
angiver relative sendringer)

Da vi teoretisk gnsker, at E/'- Dy = Fy, kan vi kraeve, at udviklingen 1 maengde-
og effektivitetsindeks findes som

og specielt, hvis faktorerne er konstante (¢ = 0), at

1

Om elasticiteten af g mht. e;d; gaelder, at den er lig omkostningsandelen for den
1’te faktor. Det geelder, fordi

0g e;d; €; dg
1 ;) = = gld, = h f = 11
g ed)=gray =y ~ 9%y orgi= g (11)
dg e; dg 0(eid;)
_ 994 d — g LYY _ g,
86,’ g A 862- 9i 862- Ji
Di €; dg bi . .
=— - 7 da = — 1 producentoptimum
ce(%u"w%) g aei Ce
_bi G PG da c.Ey = pee
Ce Ed Pe€

) Bi
'Eksempler: GLO: ¢, = >, > ﬁij(%%)%, Cobb-Douglas: c. = []; (%) , CES: ¢, =

1—e\ T—¢
<Zz (Z—i) ) ; hvor ¢ er substitutionselasticiteten, Leontief: ce =37, 8;5-.



Omskrives (10) fas

0=> el(g, e:d;)(d; — D) = sz(dz — Dp)

1

hvor w; er omkostningsandele. Iligningen star, at en teoretisk fornuftig restriktion

pa de relative effektiviteter, Ed; = ¢;, er, at eendringerne i disse sammenvejet med

omkostningsandelen skal give nul. I estimationerne kan dette omtrentligt sikres
fx ved funktionen II; (Edi;) =1,

4 Appendiks

I afsnittet vises, at man kan opsplitte problem 1 i to trin. Den slags ggr man jo
tit, s det man far ud af afsnittet er, at det rent faktisk er tilladeligt, ikke bare
i et standardtilfeelde med konstant skalaafkast og uden effektivitetsindeks, men
ogsa nar der som i de foregaende afsnit indgar effektivitetsindeks, og nar der som
i MAR 19/2-1999 indgar ikke-konstant skalafkast.

Det fremgar, at naesten vilkarlige aggregeringer af maengder er tilladelige. Det
betyder selviglgelig ikke, at alle aggregeringer er lige fornuftige empirisk set.

Beviset er lidt langt og omsteendeligt, men en lille opmuntring kan veere, at man
far noget ud af det, nemlig en made at skrive to-trinsproblemet, nar der ikke er
konstant skalafkast, som man maéske ikke lige ville taenke pa ved fgrste gjekast.

Vi opstiller problem 1 igen.
Problem 1:
Min e,z C = Pe€ + Pz
st y=/(g(e,d),ady)

Hvor e,d, p. er vektorer og g (e,d) = g (e1dq, eads, . . ., endy).

Vi antager i afsnittet, at
g(he,d) = Xeg(e,d) dvs. g er homogen af k’te grad.

To-trinsproblemet opstiller vi som problem 3 ovenfor, dog med mulighed for ikke-
konstant skalaafkast. Det vil sige

Problem 3a:

Min g, C=PgEY* 4+ p,x
s.t. y=f(EDg,zd,)

mens andet trin er



Problem 3b:

Min . C, =p.e
s.t. EDg=g(e,d)

Saet desuden:

Mzengdeindekset E er en funktion af e, der er homogen af fgrste grad

E = E(e)

Prisindekset Pgr defineres som

En lgsning til hele problem 3 er ¢ 2% PY% EY D% saledes at aggregaterne er
vaerdien af aggreringsfunktionerne i €°, og saledes at e lgser problem 3b givet
E°, DY, og E°, 20 1gser problem 3a givet Pg.

Vi gnsker at vise, at hvis €, 29 lgser problem 1 s& lgser €°, 2%, P%, E°, DY, problem
3, og omvendt, hvis €, 2%, P%, E° D% lgser problem 3, sé lgser €°, 2° problem 1.

Vi begynder med to sma hjaelperesultater

R1) Antag ¢” Igser problem 3b givet EDpg, og at e! lgser problemet givet A\(EDp),
A >0, A # 1. Da g er homogen af k’te grad kan E Dg produceres med il/kel, og
MEDg) kan produceres med A/%¢®. Da €® er optimal relativt til EDg, geelder
peil/ke1 > p.e?. Da el er optimal givet A(EDy) geelder p.et < pAY* e, Derfor
mé lighedstegnet geelde i de to uligheder. (Hvis yderligere g er strengt quasi-
konkav, er der altid kun en lgsning til problem 3b, og s& ma e' = \/¥e0.)

R2) Hvis €%, 2° lgser problem 1, si gaelder det oplagt, at € lgser problem 3b
givet E = E(e) og DY, = g(e°,d)/E(e). (Ellers ville man kunne reducere
energiomkostningerne. )

»En lgsning til problem 1 er en lgsning til problem 3”: Lad €%, z° lgse
problem 1. Seet

E'=E(°)
0
0 _ pee
Pp= E(eO)l/k
g(e’ d)
DY =2—1_"
E7 B(eY)

8



P& grund af R2) lgser € problem 3b relativt til £°.

Med hensyn til problem 3a skal vises, at EY, 2° lgser problemet relativt til P% og
DY. Vi gor det ved et modstridsbevis, og antager, at der findes E', x!, s

f(E' Dy, ") = f(E"Df, 2°)

og
1/k 1/k
Py (El) / + peat < Py (EO) / + ppa° = pee® + pya° (12)
Vi definerer forst e! som en ”disaggregering” af E', der opfylder

e! lgser problem 3b givet E*, DY, (sa E*D% = g(e*,d)) (13)

Saet
_E'DY  g(e!,d)

A= =
- E°Dy  g(e°,d)
0 1 1 ll/k 1
g(e 7d) = )\g(e ad) _g(x € 7d) (14)
~

Pa grund af R2) og (13) geelder nu

0 1 1k 1
Pe€ = pex €
<~

peAl/keo = peel

Vi har nu

1/k
peeo + pxaco > Pg (El) + pxacl pga. (12)

_ peeo E( 1)1/k+ 1
= 7E(60)1/k e PzT

0

. Pe€ 1 1/k 1
RN (BY)" +pea
/kel

11
o pe} 1/k

_—(%El)l/k (El) +pxt pga. (14)

= peel + prpxl

Men dette er i modstrid med, at €°, 2° lgser problem 1, for der gaelder, at y kan
produceres med €', z!, idet y = f(E'D%, z') = f(g(e',d), z').



”En lgsning til problem 3 er en lgsning til problem 1”: Lad nu omvendt
e, 20 P, EY, DY 1gse problem 3. Vi skal vise, at €%, 2° 1gser problem 1.

Antag modsat, at €°, 2° ikke lgser problem 1, sa der findes et bundt e!, ' med

pee’ + ppxt <pee’ +pya’  og
flg(e',d),z")=f(g(e’ d),z°) (=) (15)
V1 seetter

E'=E(e')
PL=p.e'/E(et)VF
Dy =g(e',d)/E(e")

Siden e!, 2! lgser problem 1 gzelder ifglge forste del af saetningen, at E' lgser 3a
relativt til Pk, D}, p,. Vi gnsker at vise, at der ikke samtidig kan geelde, at F!
lgser 3a relativt til PL, DL, p., og EY lgser 3a relativt til PY, DY, p,.

Seet forst

_E'Dy _ g(el,a)

- E'Dy g(ef,20)

Vi kan bruge R2 til at finde (vi antager her at g er strengt quasi-konkav — det er
egentlig ikke ngdvendigt, men ”sparer lidt kridt”)

A

ol — \1/k 0

peel - pe/\l/keo

Vi har sa
E'=E(e') = E(AV*e%) = AVFE(e%) = AVFEP
pl_ peel  p AR pe® 1 0
B (E1)L/k o (Al/kEO)l/k - /\l/k(EO)l/k TR E
pL_glehd) gV ehd)  Ag(ehd) A
E jolt Ak o \!/k o NE E
Vi har ogsd f(E'DL, x') = f(E°DY, 2°), s& vi kan skrive
A
f(EOD%axO) = f(ElD}leml) = f()‘l/kEOWD%aml) = f(EO)‘Dg%ml)

Da E°, 20 er lgsning til problem 3a relativt til P%, DY, p, geelder
PY(EN)Y* 4 poat > PUEO)YF 4 p,a®
ermere husker vi, at vi har pastaet peel +pyz' < pee®+p,2° og peet = p A Fel.
Yd husker vi, at vi har pastaet p.e! +p,at < pee®+p,2° og pee' = peA'/ e’
Vi far nu
pee’ + por’ <pee’ + ppa’ = PR(E®)* 4 pya’
< PJ%(EO)‘)I/k +pa:x1 = peeo)‘l/l€ +pw$1 = peel +pw$1

10



en modstrid.
At problem 1 og problem 2 har samme lgsninger kan fas som specialtilfaelde af

ovenstaende ved valg af energiaggrgeringsfunktion £ = E; = g(e,d) og effek-
tivitetsindeks D = 1. I sa fald er problem 3 og 2 nemlig helt ens.

11



