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I papiret gennemregnes sammenhængen mellem minimumsomkostningsfunktioner
på kort og langt sigt i de relativt simple Cobb-Douglas og CES tilfælde. Papiret
indeholder beregninger, der i bøgerne springes over som "tedious manipulations",
og er oprindeligt skrevet til egen opbyggelse, men det kan måske have en bredere
interesse til opslagsbrug.

Hovedresultatet er, ikke uventet, at forholdet mellem omkostningerne på kort og
langt sigt primært er en funktion af forholdet mellem faktisk og ønsket kapital-
apparat, (K/Kø). For K=Kø er kort- og langsigtsomkostningerne sammenfaldende,
og dette gælder vel at mærke både gennemsnits- og marginalomkostninger.

Modelgruppepapirer er interne arbejdspapirer. De konklusioner, der drages i papirerne, er ikke endelige og kan
være ændret inden opstillingen af nye modelversioner. Det henstilles derfor, at der kun citeres fra modelgruppe-
papirerne efter aftale med Danmarks Statistik.
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1. Cobb-Douglas Omkostningsfunktioner

1.1. Langt sigt

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + qM + uK
over L,K,M under y =αLβMδKγ

Lagrangefunktion: = wL + qM + uK + µ*(y – αLβMδKγ)

∂ /∂L = w – µ*βαLβ–1MδKγ = w – µ*βy/L = 0 ⇔ L* = µ*βy/w
∂ /∂M = q – µ*βαLβMδ–1Kγ = q – µ*δy/M = 0 ⇔ M* = µ*δy/q
∂ /∂K = u – µ*γαLβMδKγ–1 = u – µ*γy/K = 0 ⇔ K* = µ*γy/u
∂ /∂µ* = y – αLβMδKγ = 0

Det ses umiddelbart, at fx

(dvs. at det optimale faktorforhold er lig med de produktivitetskorrigerede aflønninger).

Vi har

⇔

⇔

(β+δ+γ er homogenitetsgraden).

Det optimale kapitalapparat er således

(og tilsvarende for L* og M*)

Minimumomkostningsfunktionenbliver

C*(y,w,q,u) = wL*+qM*+uK* = µ*βy + µ*δy + µ*γy = µ*y(β+δ+γ)
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Bemærk, at∂C*/∂y = µ*, dvs. at Lagrangemultiplikatoren µ* kan tolkes som de optimale
marginalomkostninger. Desuden er

altså, at µ* også kan skrives som enhedsomkostningerne, korrigeret for skalaafkastet.

Hvis der er konstant skalaafkast, dvs atβ+δ+γ=1, er de optimale marginalomkostninger µ*

konstante og lig med de optimale enhedsomkostninger:

Det optimale kapitalapparat er, stadig under konstant skalaafkast,

1.2. Kort sigt

På kort sigt er K given. Problemet er herefter:

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + qM + uK
over L,M under y =αLβMδKγ

Lagrangefunktion: = wL + qM + uK + µ(y –αLβMδKγ)

∂ /∂L = w – µβαLβ–1MδKγ = w – µβy/L ⇔ L+ = µβy/w
∂ /∂M = q – µβαLβMδ–1Kγ = q – µδy/M ⇔ M+ = µδy/q
∂ /∂µ = y – αLβMδKγ = 0

idet toptegnet+ bruges til at angive de optimale værdier på kort sigt.

Det ses umiddelbart, at for de variable faktorer gælder stadig:

samt at sammenhængen mellem efterspørgslen efter variable produktionsfaktorer på kort og langt
sigt er
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Vi har

⇔

⇔

Den optimale arbejdskraftefterspørgsel på kort sigt er således

Kortsigtsminimumomkostningsfunktionenbliver således

SC*(y,w,q,u,K) = wL++qM++uK = µβy + µδy + uK = µy(β+δ) + uK

dvs at

altså, at µ er lig med devariable enhedsomkostninger, opskaleret med faktoren 1/(β+δ).

Det ses, at de optimalekortsigtsmarginalomkostningerer

SMC* = ∂SC*/∂y = µ.
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1.3 Sammenhængen mellem kort og langt sigt

Marginalomkostningerne på kort sigt kan skrives

Forholdet mellem marginalomkostningerne på kort og langt sigt er således

dvs en funktion af K/y forholdet, eller af forholdet K*/K, alt efter smag.

Forholdet mellem arbejdskraftefterspørgselen på kort sigt, L+=µyβ/w, og den optimale
arbejdskraftefterspørgsel, L*=µ*yβ/w, er således også

Det følger trivielt, at for K=K* er:

µ = µ* ⇔ ∂SC*(y,w,q,u,K*)/∂y = ∂C*(y,w,q,u)/∂y
L+ = L*

M+ = M*

og at

minK{SC*(y,w,q,u,K)} = SC*(y,w,q,u,K*) = C*(y,w,q,u)
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2. CES omkostningsfunktioner

2.1. Langt sigt

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + qM + uK
over L,K,M under y =α(βL– + γK– + δM– )–λ/

hvor β+γ+δ=1. Parameterenλ er homogenitetsgraden (normalt=1).

Lagrangefunktion: = wL + qM + uK – µ* [y – α(βL– + γK– + δM– )–λ/ ]

∂ /∂L = w– µ*λy(1+ /λ)α– /λβL–(1+ ) = 0
∂ /∂M = q– µ*λy(1+ /λ)α– /λδM–(1+ ) = 0
∂ /∂K = u– µ*λy(1+ /λ)α– /λγK–(1+ ) = 0
∂ /∂µ* = y – α(βL– + γK– + δM– )–λ/ = 0

hvoraf de optimale faktorefterspørgsler er

Det ses umiddelbart, at de optimale faktorforhold er fx

(Jf. Cobb-Douglas funktionen, som klart ses at være et specialtilfælde).

Lagrangemultiplikatoren µ* bestemmes af

y = α(βL*– + γK*– + δM*– )–λ/

⇔

⇔
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hvoraf vi finder µ*:

eller, formuleret ved hjælp af substitutionselasticitetenσ=1/(1+ ).1

De optimale faktorefterspørgsler bliver

Minimumsomkostningsfunktionen bliver således

C*(y,w,q,u) = wL* + qM* + uK*

⇔

⇔

Igen ses, at∂C*/∂y=µ*, dvs. at µ* kan tolkes som de optimale marginalomkostninger.

1Følgelig gælder sammenhængene: /(1+ )=1−σ=σ ; =(1−σ)/σ; 1+ =1/σ.
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2.2. Kort sigt

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + qM + uK
over L,M under y =α(βL– + γK– + δM– )–λ/

hvor β+γ+δ=1. Parameterenλ er homogenitetsgraden (normalt=1).

Lagrangefunktion: = wL + qM + uK – µ [y – α(βL– + γK– + δM– )–λ/ ]

∂ /∂L = w– µλy(1+ /λ)α– /λβL–(1+ ) = 0
∂ /∂M = q– µλy(1+ /λ)α– /λδM–(1+ ) = 0
∂ /∂µ = y – α(βL– + γK– + δM– )–λ/ = 0

hvoraf de optimale faktorefterspørgsler er

Det ses umiddelbart, at vi også på kort sigt har at de optimale faktorforhold er

samt at sammenhængen mellem efterspørgselen efter variable produktionsfaktorer på kort og langt
sigt er en simpel funktion af forholdet mellem µ og µ*:

Lagrangemultiplikatoren µ bestemmes af

y = α(βL*– + δM*– + γK– )–λ/

⇔

⇔

⇔
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eller, udtrykt ved substitutionselasticitetenσ:

(bemærk, at det første led i firkantet parentes er en funktion af kapital/output forholdet).

De optimale kortsigtsfaktorefterspørgsler bliver således

Kortsigtsminimumsomkostningsfunktionen bliver

SC*(y,w,q,u,K) = wL+ + qM+ + uK
⇔

2.3. Forholdet mellem kort og langt sigt

Det kan vises, at K* minimerer SC* over K for vilkårlige inputpriser w, q og u. Desuden er µ=µ*

for K=K*, da

Da vi må have, at L+=L* for K=K*, må vi således også have at µ=µ*. Mere præcist er
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hvoraf let ses, at µ/µ*=1 for K=K*.

Vi har derfor, ligesom i Cobb-Douglas tilfældet at

minK{SC*(y,w,q,u,K)} = SC*(y,w,q,u,K*) = C*(y,w,q,u)

og at for K=K* er

µ = µ* ⇔ ∂SC*(y,w,q,u,K*)/∂y = ∂C*(y,w,q,u)/∂y
L+ = L* og M+ = M*


