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CES omkostningsfunktioner pa kort og langt sigt

Resumé:

| papiret gennemregnes sammenhaengen mellem minimumsomkostningsfunktioner
pa kort og langt sigt i de relativt simple Cobb-Douglas og CES tilfeelde. Papiret
indeholder beregninger, der i bagerne springes over som "tedious manipulations”,
og er oprindeligt skrevet til egen opbyggelse, men det kan maske have en bredere
interesse til opslagsbrug.

Hovedresultatet er, ikke uventet, at forholdet mellem omkostningerne pa kort og
langt sigt primaert er en funktion af forholdet mellem faktisk og @nsket kapital-

apparat, (K/K). For K=K? er kort- og langsigtsomkostningerne sammenfaldende,
og dette geelder vel at meerke bade gennemsnits- og marginalomkostninger.

cdces.jao
Nggleord: Cobb-Douglas CES omkostningsfunktion
Modelgruppepapirer er interne arbejdspapirer. De konklusioner, der drages i papirerne, er ikke endelige og kan

veaere aendret inden opstillingen af nye modelversioner. Det henstilles derfor, at der kun citeres fra modelgruppe-
papirerne efter aftale med Danmarks Statistik.
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1. Cobb-Douglas Omkostningsfunktioner

1.1. Langt sigt

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + gM + uK
over L,K,M under y =aLPM°KY

Lagrangefunktion: 2 = wL + gM + uK + jfy — aLPM°KY)

* *

o0L/oL =  w-—MWRaLFMPKY  =w — lBy/L=0 = L = UuByw
0L/OM = q- HBaLPM>KY  =q-ldy/M =0 - M’ = ydylq
0L/OK =  u-— JdyaLPMOK¥? =u-ly/K=0 - K' = Jyylu
oLioy = y—-alLPMKY =0

Det ses umiddelbart, at fx

L™ _uy
K* w/p

(dvs. at det optimale faktorforhold er lig med de produktivitetskorrigerede aflanninger).

Vi har

y = (X( M*By)ﬁ( M*é)’)a( H*Yy)y
w q u

y = a(uy)ProrrByp By Xy
w o q u

w

1
P Ey e
B o v

b=y IE
o
(B+d+y er homogenitetsgraden).

Det optimale kapitalapparat er saledes

w

1
)B(i)ﬁ(ﬂ)v]m
B &6 v

K™=yt = L)
u u o
(og tilsvarende for Log M)
Minimumomkostningsfunktiondativer

C'(y,w,q,u) = wL+gM +uK™ = JBy + Hdy + [yy = Hy(B+0+Y)
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Bemeaerk, atdC'/oy = W, dvs. at Lagrangemultiplikatoren™ [kan tolkes som de optimale
marginalomkostninger. Desuden er

- C*(Y,W,q,u)‘ 1
y P+d+y

altsd, at [1ogsa kan skrives som enhedsomkostningerne, korrigeret for skalaafkastet.

Hvis der er konstant skalaafkast, dvs @#d+y=1, er de optimale marginalomkostninger p
konstante og lig med de optimale enhedsomkostninger:

*

W= COD - CONDD — fonsian
y

p y
Det optimale kapitalapparat er, stadig under konstant skalaafkast,

w

K* — 71(
val(g

Pyt = crywgu)t
6 v u

1.2. Kort sigt
Pa kort sigt er K given. Problemet er herefter:

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + gM + uK
over L,M under y =aL’M°KY

Lagrangefunktion:2 = wL + gM + uK + p(y aLPM®KY)

0<f/oL = w-— pBaLFMeKY = w — WBy/L = L* = uBy/w
0L/OM = g - PBaLPM>KY =q - WyM - M= pdyl/q
oL/op = y-aLPMKY=0

idet toptegnet bruges til at angive de optimale veerdier pa kort sigt.
Det ses umiddelbart, at for de variable faktorer geelder stadig:

L _4q/5
M WP

samt at sammenhaengen mellem efterspgrgslen efter variable produktionsfaktorer pa kort og langt
sigt er



Vi har

y = a(“_ﬁy)ﬁ(”_éy)ﬁgv
w q

+ + 6
y = aptyp o By Oy
w q

1

A R AYA Ta AL e L)
p=Y [(a)(ﬁ) (6)K ]

Den optimale arbejdskraftefterspgrgsel pa kort sigt er saledes

w

1
b(dypg 17878
3 K

L= wyd = By

Kortsigtsminimumomkostningsfunktioneliver saledes
SC(y,w,q,u,K) = wL+qM*+uK = By + pdy + uK = py(B+9) + uK

dvs at

_ SC *(Y,W,q,u,K) -ukK 1
b= .
y p+d

altsa, at p er lig med deariable enhedsomkostninger, opskaleret med faktoref+by.
Det ses, at de optimaleortsigtsmarginalomkostningear

SMC' = dSC/ay = p.



1.3 Sammenhangen mellem kort og langt sigt

Marginalomkostningerne pa kort sigt kan skrives

1 Y
w o=y IRy pe Ly B-o(Lyp
o« B o Y Y

v
+0

p+d+y y " Y
o=y iy PP (K;) psd

5 Ku.
p=pt (=) P
Yy

v
+0

Forholdet mellem marginalomkostningerne pa kort og langt sigt er saledes

Y Y
. B8 K" 35
Boo urlXypes - (2 )pes

u* Ku K

dvs en funktion af K/y forholdet, eller af forholdet &, alt efter smag.

Forholdet mellem arbejdskraftefterspgrgselen pa kort sigtuyB/w, og den optimale
arbejdskraftefterspargsel, 'yp/w, er saledes ogsa

+ « Y
L o8 _ (K )[;ﬂg

Det falger trivielt, at for K=K er:

H =l = 0SC(y,w,q,uK)oy =aC(y,w,q,u)by
L* =L’

MY =M

og at

min {SC(y,w,q,u,K)} = SC(y,w,q,u,K) = C'(y,w,q,u)
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2. CES omkostningsfunktioner

2.1. Langt sigt

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + gM + uK
over L,K,M under y =a(BL™® + yK™® + dM=°)™e

hvor B+y+d=1. Parametereh er homogenitetsgraden (normalt=1).

Lagrangefunktion® = wL + qM + uK ="y — a(BL™ + yK™= + dM=2)™e]

0</oL = w— PAydeNgehpgL-(e) -0
0</0M =q- l,f)\y(l’fQ/’\)a—Q’AéM—(lw) -0
0L/OK = u— PAyEeNgeAyK 1) -0

agP/ap* =y —a(pL® +yK™® + 5M—Q)—>\/g -0

hvoraf de optimale faktorefterspgargsler er

LI 1
M =[pay2 * 2]t
a q

e 1
K'=[p'ay2r Xt
o« u
Det ses umiddelbart, at de optimale faktorforhold er fx
1

L_* = ﬂ 1+
M* (WIﬁ)

(Jf. Cobb-Douglas funktionen, som Klart ses at veere et specialtilfeelde).
Lagrangemultiplikatoren ‘tbestemmes af
Y = aBL + yKE 4 BMe) e

Q _ e
ey Xy ey
u

e _ @ _e 5 - A
v = al a2ty epcly Teis(dy e
o w q



e A w e e u e _A
y = (ayZ H B sy ey (2 e @
o p 8 Y

hvoraf vi finder i

1 o} 1+@

= Q e
p' o=y AT ABE) e (L) ey (L ey e
o B S Y

eller, formuleret ved hjeelp af substitutionselasticiteteri/(1+p)*

1 1
wo= y T AR s (Do ey (Bylop e
Lt p d Y

De optimale faktorefterspgrgsler bliver

w

L* =(
p

1 o
) U BC) o8 (LY oy (ytep e
o § d Y

1 [y
M =(Lyo Xy Yo g dyl-o iy (Hyl-oyi-o
(6) (a) [ﬁ(ﬁ) (6) Y(Y) ]

1 o
K =)o) B o 8Ly oy (L)oo
Y o« B o Y

Minimumsomkostningsfunktionen bliver saledes
C'(y,w,q,u) = wL + gM + uK

1 o
C =) () o gLy o ru(Xy B o+ 8 (L) oy (Kyteyioe
o) i) raGg) ) IRG 5y

1 1

C* = (D MBED (D (D1 = uyh
a B 0 Y

lgen ses, adC'/oy=\, dvs. at {1 kan tolkes som de optimale marginalomkostninger.

'Folgelig geelder sammenhaengepe: §1+ P60; o=(1-0)/0; 1+g=1/0.
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2.2. Kort sigt

Problem: Minimer c(w,u,q,L,K,M) = wL + gM + uK
over L,M under y =a(BL™® + yK=® + dM®)™e

hvor B+y+0=1. Parametereh er homogenitetsgraden (normalt=1).

Lagrangefunktion® =wL +gqM + K — i [y — a(BL™® + yK™® + dM)7e]

IQOL = w— pyEreNgenp 1) =0
ILIOM = g— phydeNgeAgM-te) =0
IR =y —o(BL® + YK + SMe) Ve =0

hvoraf de optimale faktorefterspgrgsler er

Q 1
L=fuiy2y* Byie
o w

ey 1
M =[pry=* 21"
e« 4q

Det ses umiddelbart, at vi ogsa pa kort sigt har at de optimale faktorforhold er

1
L. _ 48y

M* w/p

samt at sammenhaengen mellem efterspargselen efter variable produktionsfaktorer pa kort og langt
sigt er en simpel funktion af forholdet mellem p og p

1
)ie

L' M :(p
L* M* u*

Lagrangemultiplikatoren p bestemmes af

Y = a(BL7E + B+ yKo) e

e _ @ B e 5 __e _A
y = al(pry)*) erp(R) erg(2) e v yK ] ©
o w q
Q Y Q Q Q

SEERICARE
q

w

(L) *—yKe = (uap(2)*) Te[p(
o o



e l+e Q e 1l+e 1

b= vk e pd) Tes®) Ty pyd) 1y
o q o

w

eller, udtrykt ved substitutionselasticiteten
1 1o 1 1 1
b= [y &) o] e ers (Do apd) A
o B 0 o

(bemeerk, at det farste led i firkantet parentes er en funktion af kapital/output forholdet).

De optimale kortsigtsfaktorefterspargsler bliver saledes

1 1 10 o o

L= (Do Liy&E) *) o1 o) o8 (Lylopi-e
f° « o B S

1 1 106 o o

M= (Do Ly 2y *y o] OB o8 (Lytopioe
0 « a B 0

Kortsigtsminimumsomkostningsfunktionen bliver

SC(y,w,q,u,K) = wL" + gM* + uK

- 1 L el B o
SC* = () og(Dy 12 1 y(k(2) M) 01 OB () 1 vk
B 0 T« o B )

1 1 1-o g 1

sC = Dy ®2) Fy o1 e s (D)o - uk
a o B )

2.3. Forholdet mellem kort og langt sigt

Det kan vises, at Kminimerer SC over K for vilkarlige inputpriser w, g og u. Desuden er [I=p
for K=K’, da

1
L M" N
:(“)IQ

L* M* u*

Da vi ma have, at t=L" for K=K", ma vi saledes ogsa have at [1=Mere praecist er
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1-o 1-o 1 1

Ry 0 (D) ] B () o
b o B 5

w

B

L
)170+6(g)170+v(£)170] 1-o0
¢ Y

1-o0 1

(Ao = s ( ey (D Ty kT (K T BED 08D !
b P o ¥ ¥ P o

hvoraf let ses, at Wgl for K=K".

Vi har derfor, ligesom i Cobb-Douglas tilfeeldet at
min {SC"(y,w,q,u,K)} = SC(y,w,q,u,K) = C'(y,w,q,u)
og at for K=K er

H
L+

U = 98SC(y,w,q,u,K)dy =0oC (y,w,q,u)by
L"og M =M



