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Resune:

Dette er endnu et forbrugspapir uden empiriske resultater. &letrmed papi-

ret er dels at (forsgge at) klarlaegge, hvorfor der kan varsta’ forskel p°
idéerne om modelleringen af forbrugsfunktionen i modelgruppepapirerne HHN
12. december 2000 og HCO 5. jannuar 2001. Derfor gives indledningsvis en kort
diskussion af to forskellige atfer, hvormed man kan modellere forventninger til
fremtidig indkomst.

Herefter vises @ foranledning af direkte forespargsler, hvordan, eller hvorfor,
der kan veere et konstantled i den stokastiske differensligning for forbruget. Dette
gores farst i en klassisk model med en uendeligt levende repraesentativ forbruger,
og siden i en lille model med aggregering over et antal forbrugere med endelig
levetid i en skonomi med produktivitetsvaekst.

Dette leder til den afsluttende illustrative lilleputmodel, som har til fakat
belyse effekten af aggregering af forbrugere med endelig levetid i en gkonomi
med produktivitetsvaekst, stokastisk indkomst, og privat pensionsopsparing.
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1. Indledning

De to modelgruppepapirer HHN 12. december 2000 og HHN, NAD og HCO 5.
februar 2001 og indlaegget til symposiet i anvendt statistik 2001 (Dam med flere,
2001) indledes alle med den samme formel for udviklingen i forbruget:

Et(Ct4i) = Qcl + G, I=12..., (1)

hvor E (c4i) er det planlagte forbrug i periodet i, givet information om ind-
komsten frem til periode. Pa baggrund af denne relation og en livstidsbudgetre-
striktion formuleres simple relationer for samlet forbrug som funktion af bl.a.
indkomst og formue.

Ved to @ hinanden fglgende modelgruppemgader er der rejst spatgi§rvor-

dan der kan veere en konstant i differensligningen for forbruget. (Ellen Andersen
spurgte @’mgdet den 19. december 2000, mens Asger Olsen sparglet @f-
terfalgende mgde den 21. marts 2001). For at ggre en kort historie lang vil jeg
derfor i dette papir give to udfarlige forklaringer: En teoretisk forklaring, der
bygger @ et specifikt valg af nyttefunktion, og en aggregeringsforklaring, der
bygger @ en model med endeligt levende forbrugere i en gkonomi med produk-
tivitetsvaekst.

Da dette papir alsshandler om basal forbrugsteori, vil jeg benytte lejligheden
til at give mit bud @ hvorfor der er a°stor forskel p’modelleringsstrategierne

i modelgruppepapirerne HHN 12. dcecember 2000 og HHN, NAD og HCO 5.
februar 2001 i forhold til HCO 5. januar 2001. Den egentlige forskelawidf

jeg kan se, behandlingen af forventninger til fremtidig indkomst.

2. Den grundlaeggende model

| dette afsnit opstilles en meget specifik model for en forbrugers problem. Pree-
cisionen i problemformuleringen tjener alene til at vise, hvor vi skeerer hjgrner i
de forskellige modelgruppepapirer om forbrugsbeslutningen. Det veesentlige re-
sultat, som er givet i Halls artikel fra 1978, kan findes i en lang raekke artikler og
bager.

Vi betragter en model for livslgbsforbruget. Vores forbruger, som tager beslutnin-
ger i diskret tid, lever uendeligt, og han er til foatet udstyret med en additivt
tidsseparabel nyttefunktion med identiske elementarnyttefunktioner, som sam-
menvejes over tid. En konstant tidspreeferencerate afspejler forbrugesdns ut®
modighed, dvs. preeference for at forbruge nu frem for senere. En stokastisk
arbejdsindkomst er den eneste kilde til usikkerhed i forbrugerens beslutnings-
problem. Dette betyder bl.a. at der eksisterer et perfekt kapitalmarked med et
risikofrit opsparingsmedie, som giver en (konstant) positiv forrentning.



En matematisk formulering af problemet er falgende:

maxE; [Z(l + 8)_i U(Ct4i )} (2a)

i=0
givet budgetrestriktionerne
Cti = Yi+i + (L +1)Ati — Attitas (2b)
transversalitetsbetingelsen
Jim (14 N~ Atyig1 =0, (2c)
0g non-tidsrejse betingelsen
A er givet. (2d)
| dette problem benyttes symbolerne:

E; = Den betingede forventning givet information frem til tidspuhkt
8 = tidspreefereceraten
r = renten
Ciyi = forbrug i periode + i
Vi+i = arbejdsindkomst i periode+ i
A1 = initialfformue i periode + i

Man kan, hvis man vil, substituere formuebeholdningerne ud, og dermed erstatte
en-periode budgetrestriktionerne med en samlet budget restriktion:

Z(l—l— D7 cyi = A+ Z(l +0) 7 Y. 3)
i=0 1=0

| dette tilfeelde kan man med fordel kalde den vaegtede sum af forventede frem-
tidige indkomster for den forventede humankapital

Er(H) =Y (1+1) " yisi. 4)
i=0

Man kan oga’veelge at segét problem med endelig tidshorisont, som Hall
gjorde det i sin oprindelige model i 1978. Uanset om man veelger endelig eller
uendelig tidshorisont i dette problem giver Hall's analyse en ngdvendig betin-
gelse for optimum:

1+6
E [U(0r)] = %u’(ct). (5)



Denne betingelse kaldes i daglig tale for “eulerligningémler str jo blot at
det (forventede) marginale substitutionsforhold (MRS) skal veere lig det relative
prisforhold:

L+ 8" (i) 1
= = . (6)
u’(c) 1+
Dette er en velkendt fgrsteordensbetingelse. Problemet er derfor alene, hvad man
skal gagre ved forventningsoperatoreii- E Der synes at veere to muligheder:

1. Forbrugeren antages at have punktforventninger. Dvs. forbrugeren kender
ikke den fremtidige indkomst, men antager at den med sandsynlighed 1
bliver sekvensen

Veritizo: (F1)

2. Forbrugeren antages at benytte den matematiske forventning givet infor-
mation frem til tidspunkt, hvilket benaevne&:

Eilyi+il = / Yeri T (Vetri [ F)A Ve - (F2)

Lidt poppet kan man sige, at den fgrste forbruger er uvidende mens den anden er
usikker, men man kan ikkesgddaggrund af modellen sige at den ene formulering
giver rationelle forventninger, mens den anden ikke gar. ForbrugayReAM

har fx en forventningsdannelse af formen (F1pREAM itereres herefter indtil
denne forventning opfyldes. Dette er perfekt forudseenhed. Modsat giver for-
ventningsdannelsen af formen (F2) ikke automatisk rationelle forventninger. Det
er jo ikke givet at den betingede teethed har noget som helst med den gkonomiske
model at gare.

Den afggrende forskel i forbindelse med forbrugerens problem er, at rman, n’
man arbejder med en forventningsdannelse af formen (F2), skal huske reglerne
for regning med forventningsoperatoren. Dette er ikke nadvendigtymahn be-
nytter forventningsdannelsen (F1).

En enkel sammenligning med resultater fra gkonometrien, soralferitfig gar

det lettere at gennemskue, er at teerk€fl) som konsistente prediktioner, mens
(F2) er middelrette prediktioner af indkomsten. Man skal herefter huske et par
resultater for ‘plim’ og ‘E’ operatorerne.

1ofte forbinder man eulerligningen med en differentialligning, som angiver en ngdvendig
betingelse for optimalitet i et dynamisk optimeringsproblem i kontinuert tid. Se fx Sydsaetter
(1978, kapitel 18), Beavis og Dobbs (1990, kapitel 6) eller andre b@ger om optimering.&e ogs®
Blanchard og Fischer (1989, afsnit 2.1), som bl.a. forteeller os at eulerligningen for forbrugerens
problem i kontinuert tid ogser kendt som Keynes-Ramsey reglen idet Ramsey formulerede
og lgste dette problem i 1928. Dynamisk optimerirag dbg noget leengere tilbage. Euler, som
levede 1707-1783, publicerede en bog om emneti 1740.



Lad xT veere en fglge aihtdimensionale) stokastiske variabler og antagratg
X. Hvis g(x) er en kontinuert funktion mef)(x)| < oo geelder

plimg(xt) = g(plimx)  (Slutskys seetning hvis g er en rationel funktion)
E(g(XT)) = g(E(X)), hvisg(x) er konveks (Jensens ulighed)

Det ses, at ar vi benytter en forventningsdannelse af formen (F1), kan vi redu-
cere problemet til et ikke-stokastisk problem, som er identisk med forbrugerens
problem i standard mikrobgger. Det vil vaere hensigtsmaessigt at erstatte ind-
komstsekvensen med dennes veegtede sum:

HE =Y (@+07 () 7

i=0

og benytte livstidsbudgetrestriktionen (3). Farsteordensbetingelsen for optimum
bliver den seedvanlige

A+, 1

u'(c) 14’ ®

og Vi kan frit veelge en elementarnyttefunktion. Det klassiske valg er en iso-
elastisk nyttefunktion, fordi antagelserne om homotetiske praeferencer og additiv
separabilitet giver denne funktionsform.

Nar vi arbejder med en forventningsdannelse af formen (F2), kan vi typisk ikke
finde analytiske lgsninger, med mindre vi veelger meget specifikke funktionelle
former for elementarnytten. Det klassiske valg er en kvadratisk nyttefunktion

uCe+i) = —3(8 — i)’ 9)
som giver en lineger eulerligning:
Er(cii1) = B + 12ci. (10)

Almindeligvis antages, at renten er lig tidspreeferenceraten. Dette giver, at for-
bruget er en martingal. Hvis man definerer et stofled = ci+1 — Et(Ct41),
kan eulerligningen formuleresigdes at forbruget ligner en random walk:

Ct+1 = Ct + &t41. (11)

Man kan herefter gentage alle mellemregningerne i HHN 12. december 2000 og
finde forbruget i periodé som funktion af initial formue og forventet humanka-
pital

Ct = o7 [Et(Ho) + Ad. (12)

Det er velkendt, at &’ man benytter den kvadratiske nyttefunktion, svarer dette
til at erstatte en usikker forbruger med en uvidende forbruger idet forbrugeren er
risikoneutral. (R°godt dansk haves sikkerhedsaekvivalens). De to forventnings-
dannelser giver altssSamme forbrugsplan i dette specialtilfeelde.
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| resten af dette papir antages at renten er lig tidspreeferencerates. Ikke

fordi det er realistisk, men fordi det vil forenkle resultaterne veesentbgtnan

kan fokusere pade interessante aspekter. Antagelsen giver, at en uvidende forbru-
ger planlaegger et konstant forbrug for en stor klasse af elementarnyttefunktioner.
(Dette konstateres ekspliciti HCO 5. januar 2001, Appendiks 1).

3. En risikoavers forbruger

Nar man @ ud over den kvadratiske elementarnyttefunktanférmuleringen

af forventningsdannelsen, som naevnt, afggrende betydning. Caballero (1990) gi-
ver referencer til studier, som viser, at elementarnyttefunktioner med en positiv
tredjeafledt §"’(c;) > 0), hvilket pd engelsk kaldes ‘prudence’, dvs. forsigtig-
hed, giver anledning til forbrugsfunktioner, som afhaenger af variabiliteten i ar-
bejdsindkomsten. Desveerre er det sjeeldent muligt at finde analytiske Igsninger,
men Caballero (1990) viser, at den eksponentielle elementarnyttefunktion har en
paen lgsning. Vi vil derfor udstyre vores forbruger med adasi nyttefunktion,

dvs. vi antager, at han har konstant absolut risikoaversion.

UCL+i) = —5 exp(—6Ci), 6 > 0. (13)

Hvis vi yderligere udstyrer forbrugeren med en forventningsdannelse af formen
(F1) reduceres farsteordensbetingelsen til

c:te+1 =G, (14)
og rér dette indsaettes i livstidsbudgetrestriktionas forbruget:
= o7 [HE+ A, (15)

som er identisk med Igsningenamforbrugeren har kvadratisk nytte. Dette er
ikke overraskende, idet de afggrende antagelser er uvidenhed og gnsket om kon-
stant forbrug.

Med forventningsdannelsen (F2) skal vi finde en lgsning til betingelsen
Et[exp(—6ct+1)] = exp(—6cy). (16)
Det bedste geetgpén lgsning er, at processen fper lineeer,
Ct4i = Ot+i—1 + Ctai—1 + Vi, (17)

hvor vty = ciyi — Ei(ci4i). Det eneste, vi umiddelbart ved ogqyi_1 | dette
udtryk, er, at det er en positiv stgrrelse, da funktionen skal opfylde betingelsen

G = 3 INEc[exp(—Ovi11)] > —6 Et[vi41] = 0, (18)

hvor ulighedstegnet fglger af Jensens ulighed.



For at komme videre man veere eksplicit i formuleringen af den forventede
fremtidige indkomst. Ikke overraskende vil vi fglge Caballero og antage, at ind-
komsten fglger emRIMA -proces, hvorved forbrugeren opdaterer sine forvent-
ninger efter en simpel regel:

EtlYi+i] — Et—1lVt+i] = diet, (19)

hvor ¢; er deni’'te MA-koefficient i den rene MA-repraesentation af indkomst-
processeR.

For at ggre det helt enkelt antages, at innovationerne i indkomstprocessen er
uafhaengige, identisk normala, ~ iid N (0, 02). Med disse antagelser kan vi
give en eksplicit formulering af forbrugsprocessen:

Ciri =09+ Cyi—1+ Ve, (20)

hvor

09

o
¥=15Y 1+0) "¢
i=0
Ligning (20) er helt eekvivalent med ligningerne (1) og (10) i HHN 12. december
2000. Vi ved nu blot preecis, hvor driften kommer fra.

For fuldstaeendighedens skyld angives forbruget i pertogtam funktion af initi-
alformuen og den forventede humankapital:

ct = 7+ [E(H) + Ad - Lg. (21)

Sammenlignes (14) med (20) og (15) med (21), framdgt, at der med denne
risikoaverse forbruger er meget stor forskalge analytiske udtryk for henholds-
vis en uvidende og en usikker forbruger.

4. Aggregering af forbrugere med endelig levetid i en gkonomi med produk-
tivitetsvaekst

Vi vender os nu mod den andansag til, at der kan vaere en konstant i eulerlig-
ningen for forbruget, og ser neermem@ gt’par aspekter af aggregering af forbru-
gere.

2Se Deaton (1992) eller HHN 12. december 2000 for en lidt mere udferlig beskrivelse af dette
standard resultat.

3Caballero (1990, tabel 2) giver en liste med konstanter under andre fordelingsantagelser end
normalitet.



Det er velkendt, at eulerligningen kan aggregeras(i)forbrugerne lever evigt,
(i) har samme kvadratiske elementarnyttefunktion, og (iii) har information om
alle aggregerede stgrrelser, dvs. inddrager disse i maksimeringsproblemet.

Der findes andre specialtilfelde, fx kan man se af owamsté afsnit, at uendeligt
levende forbrugere med konstant absolut risikoaversioxrog A -indkomstpro-
cesser, som lever i en gkonomi, hvor renten er lig tidspreeferenceraterkays’
aggregeres. Den aggregerede eulerligning vil i dette tilfeelde have et konstantled.

| dette afsnit vil vi se p’en approksimation af eulerligningen for samlet forbrug

i en gkonomi, hvor alle forbrugere lever nefdperioder. (De fades somdrige

og dgr somT —1)-arige). Vi antager, for at g@re det lidt nemmere, at der er netop
een forbruger i hver alder (kohorte). Alle forbrugere har ens praeferencer, som
kan repraesenteres ved en kvadratisk elementarnyttefunktion. Da forbrugerne har
endelige liv kan vi saette tidspraeferenceraten til nul. Det falger at \d eggtter
renten til nul* Indkomsten for hver levende forbruger lader vi veere givet som
en simpel trendstationaer proces, hvor innovationerne er uafhaengige og identisk
fordelte:

h h
yt( ) = = gyt +e( ), (22)
Her indeksereh kohorterne, fx ved at angive alderen ved tidspunkt
Eulerligningen for hver forbruger er
h h
— Ct( )1+ Tl ( )’ (23)
hvoraf det ses at der ikke er trend.

Nar vi ser @ det samlede forbrug, skal vi summere overTdvende forbru-
gere, og det betyder at eulerligningen for samlet forbrug indeholder forskellige
individer: Til tidspunktt er der tilkommet en nyfadt, mens den aldste forbruger
fra periodet — 1 er ded. Vi skal als’se @’ forskellen mellem disses forbrug.

Den nyfadte vil i periodé have forbruget
1 T-1

Z Et(Yi+i) = Gyt. (24)
mens den afdede i periode- 1 havde forbruget
V=gt -T)+ = Z(T — )T A0, (25)

Den del af udviklingen i det samlede forbrug, der kan tilskrives udskiftningen af
en fattig gammel forbruger med en rig ung forbruger er netop

T-—
1 . —1—i
i=0

4Antagelsen om tidspraeferenceraten og dermed renteimdpam kvalitativ betydning. Den
afggrende antagelse er stadig at de er ens.



Da hver kohorte udgtz&% af det samlede forbrug, kan vi approksimere eulerlig-
ningen for det samlede forbrug ved

Ct =0y + Ci—1+ U, (27)

hvor C; = L_ol c[(h) er makroforbruget, og vi ser bort fra, at en delugfer

kendt, da vi kender den afdgdes forbrug. Innovationerne i det samlede forbrug er
et veegtet gennemsnit af innovationerne i de individuelle indkomster. Innovatio-
ner i de gamle kohorters indkomst har relativt stor vaegt i forhold til innovatio-
nerne i de unge kohorters indkomst. Dette er et resultat af gnsket om forbrugs-
udjeevning p’individniveau.

Det fremgr, at eulerligningen for det samlede forbrug har et konstantled, som
netop er lig den forventedarlige stigning i den samlede indkomst. Forbrug og
indkomst fglges alsad over tid.

Et af de mere kedelige aspekter ved denne simple model er, at det forventede
samlede forbrug altid vil veere stgrre end den forventede samlede arbejdsind-
komst. @konomien har akisén voksende geeld til udlandet eller en serigs initi-
alformue; men hvor kommer den fra? Problemet er at den simple model giver
forbrugerne en stadigt voksende indkomst, som skal allokeres til dearnge °
enkel mdde at eendre dettea@r at indfare en pensionsalder i modellen. Dette
giver anledning til ganske interessante resultater, selv i den meget simple model
der gennemas i naeste afsnit.

5. Endelig levetid og pensionsopsparing

Vi begraenser os nu til en lilleputmodel, som sarfpfbrugere, der lever i tre
perioder. | de to farste perioder arbejder forbrugerne, mens de er pensionerede i
den tredje periode. For at ggre det helt nemt lader vi igen hver kohort #&fest’
netop een forbruger.

Alle forbrugere, som arbejder i periolemodtager en eksogen arbejdsindkomst
pa yt, mens pensionerede forbrugere ikke har indkomst. Der ex pitgat pen-
sionsopsparing.

Der er lde deterministisk og stokastisk veekst i gkonomien, hvilket giver sig
udslag i, at indkomsten per arbejder er en random walk med drift:

Vi =0+ Vi1 + &t (28)

Hver enkelt forbruger i gkonomien er igen en paen livscykelforbruger med kva-
dratisk elementarnyttefunktion, ogdé renten og tidspreeferenceraten er nul. Vi
ved alts, at eulerligningen for hvert individ er

E-1(e”) = ). (29)

SDette afsnit bygger @Deaton (1992, afsnit 5.4), som er en neddroslet version af Clarida
(1991).




Vi skal se @, hvad der sker med indkomst, forbrug og opsparing fra petiede
til t, og specielt p’'sammenhaengen mellem de tre makrostgrrelser, der findes ved
summation over forbrugerne.

Nar vi gar fra periode — 1 til t, sker der fire veesentlige eendringer i gkonomien.

1. Der fgdes en ny forbruger, som straks begynder at arbejde til indkomsten
yt. Denne forbrugers forventede livsindkomst er

Ve + Et(Ye+1) =V + Y + 0,

| periodet forbruger den unge derfor

= 3% +9),

og dette giver opsparingen
AV =y -’ =iw -9 - g

2. De unge arbejdere bliver gamle. e 6gs indkomstery;, og det er netop
et mere end forventet. Da de skal forbruge i to perioder, justeres forbruget
| periodet med%st, hvorved det faktiske forbrug bliver

@ _ @
o =67 + 3er.

Den samlede opsparing for denne forbruger er derfor

2 2 2
=%+ AT =5 -9 - ger

3. De gamle arbejdere bliver pensionister. De har ingen indkomst, og der er
derfor ikke anledning (eller mulighed for) at justere forbruget i forhold til
det planlagte forbrug. Dette giver derfor

3 _ B
=G 1
mens opsparingen er nul

3
1=0.
4. Pensionisterne dar. Deres samlede forbrugsmgnster var

Ct(4)3 = 1(2¥-3+0)

o, = 22y-3+9) + e

Ct(4)1 = 2(2Yi-3+ Q) + 3et—2
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Med disse oplysninger om hver kohorte kan vi danne en model for samlet for-
brug. Vi vil farst se @’ aendringen i samlet forbrug fta- 1 til t:

DCt=Ci - Ci1
=@’ +a? + ) - @2+ o
= 2(yt — Yi-3) + 3(et — &1—2)

Da indkomsten i periode— 3 kan skrives som funktion af indkomsten i periode
t og gamle nyheder, kan vi finde en ren differensligning for samlet forbrug:

Ct =29+ Ci_1 + &t — Zer-1 + gét—2- (30)

Vi har alts igen en model, hvor det individuelle forbrug er en “ren” random
walk, mens makroforbruget etRIMA (1,1,2) med drift. Driften i det samlede
forbrug er oga’i denne model lig med driften i den samlede indkomst.

Man kan beskrive niveaurelationen mellem indkomst og forbrug i modellen. Det
gares igen ved at summere over de tre levende kohorter i periodebeskrive
laggede veerdier af indkomsten som funktion af peribaedkomst og gamle
nyheder. MedY; = 2y; bliver “langsigtsrelationen”:

Yi—Ci=09+ %& + %8t_1. (31)

Her er alts’en 1-1 kointegration mellem arbejdsindkomsten — og en konstant der
sikrer, at den forventede samlede opsparing er positiv. Den samlede opsparing i
gkonomien er igvrigt, som det ses, stationaer med middehgehilket er det

halve af vaeksten i den samlede indkomst.

At opsparingen er stationaer, er ikke et resultat af de specielle antagelser i denne
lilleputmodel. Clarida (1991), viser at det @gsf tilfeeldet i en OLG-model
medn generationer og en vitklig pensionsalder, hvor arbejdsindkomsten er en
ARIMA -proces. Dette leder os tilbage til modellerne i HHN 12. december 2000,
hvor det foresd$ at vi inddrager opsparingen som en god prediktor for fremtidige
indkomstaendringer. Dette blev oprindelig foastii Campbell (1987).

6. Afslutning

Da jeg indledte HHN 12. december 2000 med at beskrive forbruget ved en li-
neaer stokastisk differensligning med drift, troede jeg, det var et paedagogisk fif,
der kunne sikre, at opmeerksomheden rettedes mod de interessante aspekter af
forbrugsmodelleringen. Det var en fejl. Jeghler dette papir har rettet o@p°
denne fejl, og at det er vist, at det smart at starte med denne differnsligning.

Jeg mener derfor at argumenterne i HHN 12. december 2000 imod en struktu-
rel fortolkning af forbrugsrelationens parametre stadig er gaeldende, og til en vis
grad forsteerkede af aggregeringsproblematikken.

Ud over fejlretningen er det vigtigt aaKlarlagt, hvordan man i fremtiden gnsker
at behandle optimeringsproblemer, som inddrager fremtidige variabler. Skal man
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benytte optimering under uvidenhed eller usikkerhed i ADAM? Der kan ikke gi-
ves et endegyldigt svaepdette, da man alligevel ikke kan modellere alle aspek-
ter af usikkerhed. Specielt er det jo noget utilfredsstillende at behandle renten
som en konstant i forbrugsbestemmelsen. Dette er alene begrundet i, at det med
dagens teknologi ikke er muligt at finde en analytisk lgsniagf@brugerens
problem med stokastisk indkomst og rente, med mindre begge antages at veere
hvid stgj omkring faste middelvaerdier.
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