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Resumé:

Har man et singulaert system, og gnsker man at estimere parametrene i Sy-
stemet, er spgrgsmalet, hvordan gor man? Det man oftest gor er, at udelade
en relation i systemet og sa estimere i de resterende relationer. Dette resultat
blev vist af Barten i 1969. Det kan da ogsa som regel bruges, men som alt
andet har det sine begraensninger. I en artikel af Dhrymes fra 1994 gives en
anden metode, som pa mange mader er mere generel, og denne beskrives kort
1 papiret.

Har man det darligt med linezer algebra og likelihoodfunktioner, kan man
ngjes med at lsese indledningen.
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1 Indledning

Er man i den situation at skulle estimere et system af budgetandele har man
et singulaert system, da budgetandelene jo summerer til 1. Den klassiske me-
tode til estimation af et sadant system er, at man udelader en relation og sa
estimrer det regulaere system bestaende af de resterende relationer. I Bartens
artiklen fra 1969 vises, hvorfor man kan ggre sadan. Det vises nemlig, at
parameterestimaterne er uthaengige af, hvilken relation der udelades. I Bar-
tens artikel er dette resultat netop udledt pa baggrund af en estimation af
budgetandele, men resultatet kan bruges i andre sammenhaenge. I det fgl-
gende gennemgas forst beviset for ovenstaende resultat som i Barten (1969),
blandt andet for at ggre det klart, hvilke forudssetninger det faktisk bygger
pa. Derefter lidt om anvendelserne af det, herunder ogsa hvornar man ikke
kan anvende det. Til sidst et afsnit om forslag til en anden fremgangsmade.

2 Bartens resultat

Lad eq,...,er veere en stokastisk proces hvor g, ~ iidN, (0,2). Antag at
Ve = e+ ...+ e = 0forallet =1,....T, hvor v er en n-vektor af et-
taller. Fordelingen af ; “erne er da singuleer. Lad os nu udelade den sidste
komponent af ¢; og derved fa en stokastisk proces &1, ...,Z7 med en regulser
fordeling, nemlig &, ~ iidN,_1(0,Q), hvor Q er delmatricen af Q bestiaende
af de n — 1 forste rackker og sgjler i Q. € har fuld rang. Likelihoodfunktionen
for fordelingen af &;,...,& er:
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Det kan nu vises, at udtrykket pa hgjesiden i (1) ikke afhaenger af, hvilken
komponent der er udeladt. Beviset bygger udelukkende pa antagelsen v'e, =
0, og at der dermed gaelder: Qv = E (g4¢}) v = F (g4gjv) = 0. Altsa at v er en
egenvektor hgrende til egenveerdien 0.

Definer en n x n matrix FE, af fuld rang ved:
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hvor i,, er den n“te sgjle i enhedsmatricen [,,. Ved udvikling efter sidste sgjle



ses, at |E,| = —n. Ved at benytte Qv = 0 fas:
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Matricen pa hgjre side i (2) har egenveerdien 1 hgrende til egenvektoren v,
idet Xv = (Q + %m;’ ) v = v. X har fuld rang, og determinanten bliver:
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Desuden galder jvf. konstruktionen af £,0g antagelsen v'e; = 0:
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Da E, har fuld rang gaelder:
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Dermed kan vi skrive:
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Hgjesiden i (1) kan nu skrives som:
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og det gnskede er hermed vist.
Estimatoren for Q2 er som saedvanlig givet ved :
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Dermed bliver den koncentrerede log-likelihoodfunktion:
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3 Estimation ved udeladelse af en relation

Antag nu at vi har to processer Y;(nx1) og X; (p x 1) fort =1, ..., T, hvorom
der gaelder:
YVi=f(X:,0) +& (4)

hvor g, ~ N,, (0,9) og f (X, ) er en C*-funktion. Antag ogsi at ve, = 0, s vi
er i situationen fra foregaende afsnit. Hvis i (4) er identificeret, kan Bartens
metode benyttes, dvs. maksimering af den partielle likelihoodfunktion base-
ret pa n—1 af relationerne i (4). Dette er som tidligere naevnt situationen ved
estimation af et budgetandelssystem. Metoden blev f.eks. anvendt ved esti-
mation af DLU, det dynamiske linesere udgiftssytem, se modelgruppepapir
EDM 4. februar 1997.

Er funktionen f i (4) lineser bliver modellen:
Y, =0X,+¢& (5)

og maksimering af den partielle likelihoodfunktion baseret pa n—1 af relatio-
nerne er givet ved OLS. Bemaerk at i modellen i (5) er hgjresidevariablene de
samme 1 alle relationer. Er hgjresidevariablene ikke de samme i alle relatio-
ner, kan systemet ikke opskrives pa formen (5) . I dette tilfzelde er OLS ikke
det samme som maksimum-likelihood, og estimerer man systemet bestaende
af n — 1 af relationerne ved OLS, kan man ikke veere sikker pa, at parame-
teresimaterne er uafhesengige af, hvilken relation der udelades. Resutatet fra
foregaende afsnit holder ikke.

I Dhrymes (1994) behandles problemet med singulzere systemer, med mulig-
hed for at have forskellige hgjresidevariabler.

4 Andre metoder

I Dhrymes (1994) gives som sagt en anden metode til at estimere et singulaert
system, nar strukturen er som antaget i tidligere afsnit, dvs. summen af de
normalfordelte restled er 0. Metoden gar ud pa at transformere de singulaert
normalfordelte restled til normerede uathaengige normalfordelte variable. 1
artiklen vises det, at dette giver fornuftige estimatorer, nar modellen er li-
nezer i parametrene. Desvaerre har udgifssystemer sjeeldent denne egenskab,



og jeg ved ikke om noget tilsvarende fgrer til noget fornuftigt i sadanne ikke-
linezere systemer. Men her en gennemgang af, hvad jeg havde tezenkt mig.

Lad &; ~ 1idN,(0,2) og antag som fgr Qv = 0, dvs. Q2 har rang n—1. Da Q er
positiv semidefinit findes en n x n matrix () bestaende af n egenvektorer for
2, og en n x n diagonalmatrix A med de tilhgrende egenvaerdier sa 20Q) = QA.
Da vi ved, at v er en egenvektor hgrende til egenveerdien 0 geelder:

Q = [Q v]
V- 140

hvor (; er en n x (n — 1) matrix af fuld rang (n — 1), som kan veelges orto-
normalt, dvs. med Q Q1 = I,,_1, og A; er en (n—1) X (n— 1) diagonalmatrix
af egenvaerdierne forskellige fra 0. Dermed gzelder:

Q1001 = Q Q1A = I 1A =My (6)
Seet C' = A;%Q’l med u; = Ce; fas ved at anvende (6):
cov (ug) = cov (Cey) = CQC" = A;%QQQQlA;% = A;%AlA;% =1,
Dette svarer til at vaelge enhedsvektorer som basisvektorer i underrummet

R"!, som er det underrum ¢; “erne faktisk udspeender.

Vi kan nu opskrive en likelihoodfunktion for fordelingen af uq, ..., ur, som jo
er u; ~ 1ddN (0, I,—1), og den kommer kun til at atheenge af u; “erne gennem
folgende udtryk:
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Antag nu som for at vi har to processer Yy(nx1) og X; (p x 1) fort =1,...,T,
hvorom der geelder:

Y= f (X, 8) +& (8)
hvor &, ~ N, (0,9Q) og f(X;,-) er en C* funktion og v'e; = 0. Desuden
gives,der mulighed for at have linezre restriktioner pa 3, givet ved AS =
R, hvor A og R er passende matricer. I et budgetandelssystem vil en af
restriktionerne ofte vaere, at konstanterne i de n relationer summerer til 1.

Fglgende algoritme kan muligvis bruges, nar modellen i (8) estimeres:



1) Velg startveerdier 3 for 3.
9) Udregn 2, = Y, — f (Xtﬁ)

3) Saet ) = Zthl &2, og lgs egenveaerdiproblemet, dvs. find tilhgrende Q; og
Ay
4) Minimer 3 £,Q1A7'Q4e} mht. S u. b. A3 = R.

5) Seet 3 lig det fundne i 4) og ga tilbage til 2).

I artiklen vises, at dette kan lade sig gore i tilfaeldet, hvor f er en lineser
funktioner. Spgrgsmalet er, hvad der sker, nar f er ikke-linezer.
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